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Prefacio

El cero es el silencio antes del ntimero

El niimero es el verbo matematico

Lo matemaético es el calculo de la realidad
La realidad es lo unico increible

Lo increible es lo que no podemos

Y lo que no podemos es lo que queremos.
Patricio Manns.

Este texto es producto - en elaboracién atin - del proyecto de desarrollo de la docencia
Texto de calculo anual para ingenieria civil, financiado por la Vicerrectoria de Do-
cencia y Extension de la Universidad de Santiago de Chile.

Gran parte de los contenidos de los capitulos 1 y 2 estdn sacados del antiguo texto de
Calculo I escrito por Gladys Bobadilla y Jorge Billeke (Q.E.P.D.).

La idea motriz de los autores para emprender esta tarea es el profundo convencimiento
que ésta es una forma de contribuir a una cultura nacional independiente.

Aunque los temas tratados - generados en Europa entre los siglos 17 y 19 - forman
parte del patrimonio universal y existe una amplia y variada literatura, no es una razén
suficiente para que la universidad renuncie a crear su propio material docente. Esta labor
es tan importante como la creacién de nuevos conocimientos y necesita, como esta ultima,
de una tradicién para la cual se debe recorrer un largo camino de errores y rectificaciones.

Ademds, queremos compartir con los jovenes estudiantes que usardn este libro, la
reflexién del filésofo Gastén Bachelard (1884 - 1962) sobre lo que significa enfrentarse
al conocimiento cientifico: ”Frente al misterio de lo real el alma no puede, por decreto,
tornarse ingenua. Es entonces imposible hacer, de golpe, tabla rasa de los conocimientos
usuales. Frente a lo real, lo que cree saberse claramente ofusca lo que debiera saberse.
Cuando se presenta ante la cultura cientifica, el espiritu jamas es joven. Hasta es muy



viejo, pues tiene la edad de sus prejuicios. Tener acceso a la ciencia es rejuvenecerse espir-
itualmente, es aceptar una mutacién brusca que ha de contradecir a un pasado.”!

Agradecemos los valiosos comentarios de la Dra. Cecilia Yarur, la profesora Graciela
Escalona y el sefior Luis Riquelme que nos ayudaron a mejorar la presentacion de este
texto. Agradecemos ademas, el apoyo técnico en la escritura digital, de la senorita Evelyn
Aguilar y el senior Leonelo Iturriaga.

Finalmente, siendo ésta una versién preliminar, agradeceremos a quienes detecten e-

rrores nos lo hagan saber.

Gladys Bobadilla A y Rafael Labarca B.
Santiago, marzo de 2002.

!Gastén Bachelard: La formacién del espiritu cientifico. Ed. Siglo XXI, 1997.
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Capitulo 3

La integral de Riemann

3.1. Sumas de Riemann y el concepto de integral

Definicién 3.1.1 Particién del intervalo Sea [a,b] un intervalo cerrado y acotado de
R, a < b. Una particién de [a, b] es una familia finita P = {t¢,¢1,...,t,} de puntos tales
que

a=tg<t1 <...<tph1<t,=0b

Para cada particiéon P = {tg,t; ..., t,} tenemos que los intervalos [tg, t1], [t1,t2], ..., [tn-1,tn]
satisfacen:
n
la,0] = | J[ti-1, ti]
i=1

Denotaremos por At; la longitud del subintervalo [t;_1, t;], es decir:
At; = t; — t;_1 = longitud del subintervalo i.

En particular, tenemos:

n
Z At; = (t1 —to) + (ta —t1) + ... + ... = b — a = longitud del intervalo [a, b].
i=1
Se llama norma de la particién al nimero ||P|| = méx{At;:i=1,...n}.
a tl1 tl2 e tnLl [I)

Figura 3.1: Particion del intervalo

Sea f :[a,b] — R una funcién acotada. Sea P = {to,?1,...,t,} una particién de [a, b].

417



418 CAPITULO 3. LA INTEGRAL DE RIEMANN

Para cada i € N, 1 <i <n se definen los niimeros:

M; =sup{f(z); = € [t;_1, t;]}
m; :inf{f(a:); x € [ti—la tz]}

Es inmediato que m; < f(x) < M;, paratodo = € [t;—1,t;] ; 1 =1,2,...,n.

Definicién 3.1.2 1. Sellama una suma de Riemann de f correspondiente a la par-
ticion P a cualquier niimero de la forma:

n
s(f,P) = f(&)(ti —tion), & € [tiy, til.
i=1
2. Se llama suma inferior de f correspondiente a la particién P al nimero
n
I(f, 73) == Z mi(ti - tifl)-
i=1
3. Se llama suma superior de f correspondiente a la particién P al nimero
n
S(f,P) = Mi(ti — tia).
i=1

Observacion 3.1.3 Como f es acotada en [a,b] entonces es acotada en cada [t;—1, t;] ¥
luego tiene supremo e infimo en dicho intervalo. Si ademas, f es continua, el Teorema de
Weierstrass 1.5.18, asegura que f alcanza su valor maximo y minimo en cada intervalo
[ti—1, t;].En particular si f es continua y creciente m; = f(t;—1) y M; = f(t;).

I(f,P) =f(a)(ty — a) + f(t2)(t2 — t1) + f(t2)(ts — t2) + f(t3)(b — t3)
=suma de las areas
de las partes achuradas de la figura 3.2.,donde se toma f continua, creciente y positiva.

Figura 3.2: Sumas inferiores
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S(f,P) =f(t1)(t1 —a) + f(t2)(ta — t1) + f(t3)(ts — t2) + f(b)(b — t3) = suma de las dreas
de las partes achuradas de la figura 3.3.

a tl t2 t3 b

Figura 3.3: Sumas superiores
Observacion 3.1.4 Es facil verificar que I(f,P) < S(f,P) para toda particiéon P de

[a, b](Ejercicio ).

Definicién 3.1.5 Una particién P de [a,b] se dice més fina o un refinamiento de la
particién P’ de [a,b]) si se cumple que todo punto de P’ es punto de P. En tal caso
escribimos P’ C P.

Ejemplo 3.1.6 P ={1,1,2,1,4,1,6,1,8,2} es una particién de [1, 2] mas fina que {1, 1,4, 2}.

Lema 3.1.7 Sean P, P’ particiones de |a,b] tales que P’ C P y f : [a,b] — R acotada
tenemos: 1(f.7') < 1(f.P) < S(,P) < S(.P).

Demostracién: Suponemos que P’ = {to,t1,...,tn_1,tn} y que P = {to,to,t1, 0, ... tn_1,tn},
es decir que P tiene un punto més que P’.

En este caso



420 CAPITULO 3. LA INTEGRAL DE RIEMANN

Ya que mg < mg y mg < my tenemos I(f,P") < I(f,P).

to to t1

Figura 3.5.
Anélogamente se prueban los otros resultados. ll

Lema 3.1.8 Si P y P’ son dos particiones cualesquiera de [a,b] entonces se cumple que

I(f,P) < S(f,P').
Demostracién: Sea P’ =P UP’, de acuerdo al lema anterior tenemos

I(f,P) < I(f,P") < S(f,P") < S(f,P)
I(f,P") <I(f,P") < S(f,P") < S(f,P)

Por lo tanto, I(f,P) < S(f,P") < S(f,P") como querfamos probar. Il

Sea ahora ry = {I(f,P); P es particién de [a, b]} el conjunto de todas las sumas inferi-
ores asociadas a todas las posibles particiones de [a, b]. La proposicién anterior garantiza
que 7y es acotado superiormente y , por lo tanto, tiene supremo. Esto da sentido a la
siguiente definicion.

Definicién 3.1.9 La integral inferior de f en [a,b] es el nimero
b
/ f(z)dz = sup{I(f,P); P es particién de [a,b]}
Ja_

Sea Ry = {S(f,P); P es particién de [a,b]}. De acuerdo a la proposicién anterior R
es acotado inferiormente y , por lo tanto, tiene infimo. Esto da sentido a la siguiente
definicién.

Definicién 3.1.10 La integral superior de f en [a,b] es el nimero

/bf(a:)dx = inf{S(f,P); P es particién de [a,b]}
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Definicién 3.1.11 Diremos que f es integrable en [a, ] si se cumple que

/Lb Pl = ff(x)dx

b
En este caso el valor comun se denota por / f(x)dx y se llama integral de Riemann
a
de f sobre el intervalo [a,b].

b b
Observacién 3.1.12 Es inmediato que / f(z)dx < / f(z)dx.

Ejemplo 3.1.13 1. Sea f la funcién constante sobre [a,b]. Es decir, f : [a,b] — R tal
que f(z)=¢, paratodox € [a,b].

Sea P = {to,t1,...,t,} una particién cualquiera de [a, b]. entonces tenemos que:

I(f,P)=>>_mit: — ti1),
i=1

S(f,P) =Y Mi(ti —ti_1).
i=1

Como m; = inf{f(z); = € [ti—1, ti]} =c y M; =sup{f(x); = € [ti_1, i]} =c.

Tenemos

n

I(f,P) =) clti—tim1) = c(ti—to+ta—t1+...+tn —tn_1) = c(tn —to) = c(b—a).
=1

Andlogamente tenemos que:
S(f.P) = elti —tia) = c(b — a).

De esta forma podemos concluir que:

/Lbf(x)dx =cb—a)= ff(x)dx.

Por lo tanto, en virtud de la definicién 3.1.11 tenemos que f es una funcién integrable
y

/abf(a:)da: =c(b—a).
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Sea f : [a,b] — R la funcién definida por

0 si x es racional
-]

1 si z esirracional

Sea P = {to,t1,...,tp} una particién cualquiera de [a,b]. Entonces, debido a la
densidad de los ntimeros racionales e irracionales en R tenemos que:

m; =inf{f(z); = € [ti_1, ]} =0
M; =sup{f(z); = € [ti—1, ;] } = 1.
Luego,
I(f,P) = Zml(tl — ti—l) = ZO . (ti — ti—l) = 0.
i=1 i=1
S(f,P) = ZMZ(tZ - ti—l) = Z(tz - t@;l) = tn — t() =b—a.
=1 =1

Por lo tanto,

b
/ f(x)dx =supry =0,

b
/ f(x)de =inf Ry = b — a.

Asi, f no es integrable puesto que

/Lbf(gc)dac:07é /abf(a:)dx: b—a.

Sea f :[0,1] — R definida por f(z) = =.
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1
Demostraremos que / f(z)dx = 5
0

En efecto, sea P = {to,t1,...,t,} una particién de [0,1] que divide el intervalo

. Por lo cual la particiéon es el conjunto

S

en n subintervalos de longitud igual a

1 2 7 . ? . . .
{O,—,—,...,...,—...,l}.Es decir, t; = —, con 1 < i < n, y las sumas inferiores
n n

n

I(f,P) =Zmi(t,~—ti_1), dondem; :inf{f(x); x € V—l,i]}.

i=1

I(f,P):ii;1<%_i;1>:Z":i;1_%:%. (i—1)

B i(n(n—l)) B
n? 2 - 2n
Las sumas superiores tienen la forma:
- N B
SUP) =2 Milti—ti) =2 =0
=1 i=1 i=1
1l 1. nn+1l) n+1
2 =p 2= =,
i=1 i=1
Como —
b b
I(f,P) < | fle)dz < [ f(z)dz < S(f,P),
Ja_ a
entonces para todo n € N se tiene:
_1 b T b 1
o < [ flz)de < [ f(x)dx < nx
2n Ja_ a 2n
Tenemos que
b b
— 1
lim < [ flz)de < [ f(x)dx < lim nt
n—oo  2n a o n—oo 2n
Es decir,
b b 1
foyds = [ fardo =3
a a

como habiamos enunciado.
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Criterio de Integrabilidad

Teorema 3.1.14 Sea f : [a,b] — R una funcién acotada. f es integrable en [a, b] si y sélo
si para todo € > 0 existe una particién P, de [a,b] tal que S(f,P:) — I(f,P:) < e.

Demostracion:

(«<=) Supongamos que la condicién es cierta. Entonces, dado £ > 0 existe una particién
P. de [a,b] tal que S(f,P:) —I(f,P:) < e.

Por lo cual,
inf{S(f,P); P es particién de [a,b]} < I(f,P:) +e¢.

Usando la definicién de integral superior podemos escribir:

)
/ f(x)de < I(f,P:) +e <sup{I(f,P); P es particién de [a,b]} + €.

En virtud de la definicién de la integral inferior, tenemos:

— b
/ f(z)dx < / flx)dx + €.
Lo que implica que, o B
b b
0< / f(m)dm—/ f(x)dx < e.

Como esta desigualdad se cumple para todo nimero positivo €, podemos concluir

que -
/a ' f(a)de = /_b f(@)da,

lo que nos dice que f es integrable.

( = ) Reciprocamente, si f es integrable, entonces

ff(a:)da: = /ibf(a:)da: =1

Sea € > 0 dado. Usando la definicién de integral superior, definicién 3.1.10 o -lo que
es equivalente- la caractizacién de infimo, tenemos que existe P, tal que:

b
S(f,P;)</f(a:)dx+g.
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En virtud del lema 3.1.7, podemos escribir:

iy
S(f,P) < / f(z)dz + % ,para toda particién P més fina que PL.

Andlogamente, usando la definicién de integral inferior, definicién 3.1.9, o lo que es
equivalente la definicién de supremo, tenemos que existe

P! tal que:
b
107> [ fayia -5

Nuevamente, usando el lema 3.1.7, podemos escribir:

b
€
I(f,P) > / f(z)dx — 5+ bara toda particién P més fima que P..
Ja_
Si definimos P, = P'. UP” | tenemos que:

S(f,P.) < I+%

sumando las dos desigualdades obtenemos,
S(f77>6) - [(f7735) <Eé.
|

Ejemplo 3.1.15 La funcién f(z) = [z], la parte entera de x, satisface el criterio de
integrabilidad en [0, 1] y por lo tanto es integrable en dicho intervalo.

En efecto
0 sio<z<1
0|

1 siz=1.

Esta funcién tiene una discontinuidad en [0, 1]. Sea P una particién cualquiera de [0, 1].
P={xo, ©1,... x4} ;20 = 0, 2, = 1. Como la funcién es constante en [0,1] e igual a
cero, tenemos que:

m; = inf{f(z); v € [zi_1, z]} =0, i=1,...n.
M; = sup{f(x); v €[ri1, 2]} =0, i=1,...n—1.
M, =1
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Por lo tanto,

S(fy,P) = 1-(zp—2pn-1) = Axy,.

Asi tenemos,

0< S(f,P) - I(f,P) = Az,

Entonces, dado ¢ positivo, en virtud del Principio de Arquimedes existe N € N tal que
N < e. Por otro parte, podemos construir una particién P, de modo que ||P:|| < —.

N
Asi, dado ¢ positivo hemos encontrado una particién de [0, 1], tal que

0<S(f,P)~I(f,P) = Az, < 1 <=

1
(Cuénto vale [ [z]dz?

Como ya sabemos que la integral existe, podemos obtener su valor por el camino mas facil.
En este caso usando la integral inferior cuyo valor es cero.

/Ol[ac]d:n:().

Ejemplo 3.1.16 La funcién f(z) = [z], la parte entera de x, satisface el criterio de
integrabilidad en [1,2] y por lo tanto es integrable en dicho intervalo.

En efecto
1 sil<zxz<?2
-

2 six = 2.

Esta funcién tiene una discontinuidad en [1,2]. Sea P una particién cualquiera de [1,2].
P=A{xp, v1,... 2} ;20 =1, 2, = 2. Como la funcién es constante en [1,2[ e igual a
uno, tenemos que:

m; = inf{f(z); z€[zic1, x|} =1 i=1,...n
M; = sup{f(z); z€[ric1, x|} =1, i=1,...n—1.
M, = 2
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Por lo tanto,

1=1 i=1 i=1

n n—1 n—1
S(f,P) = Z M; - Az = Z M; - Ax; + M,Ax,, = Z Az; + M, Az,
i=1 i=1 i=1
= (xp1— 1)+ M,Axy =1 —14+2(xy, —2p-1) = (T — Tp-1) — 1 +2
= Ax,+1.

Asi tenemos,

0<S(f,P) = I(f,P) = Azp+1— 1= Au,,.

Entonces, dado ¢ positivo, en virtud del Principio de Arquimedes existe N € N tal que

1 1
N < e. Por otro parte, podemos construir una particién P, de modo que ||P:|| < N

Asi, dado e positivo hemos encontrado una particién de [0, 1], tal que

0< S(f,P) — I(f,P) = Azy < % <e.

2
(Cudnto vale [ [z]dx ?

1
como en el ejemplo anterior, dado que ya sabemos que la integral existe, podemos obtener
su valor por el camino mas facil. En este caso usando la integral inferior cuyo valor es uno.

/12[x]da:: 1.

3.1.1. Calculo de integrales mediante sumas de Riemann particulares

b—
Teorema 3.1.17 Si f : [a,b] — R es integrable y P, = {t;,t; = a + a

entonces,

i,i=0,---,n}

n—-+o0o

b
lim s(f,Pn):/ f(z)dz.

Demostracion:
S f :]a,b] — R es una funcién integrable, existen sus integrales superior e inferior:

/bf(a:)dx = sup{I(f,P); P particién de [a,b]}

/bf(a:)dx = inf{S(f, P); P particién de [a, b]}.
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Ademds, se tiene la igualdad, / x)dx = / f(z
i=0,1,2.---n )

’

Consideremos la particiéon P, = {t; :
Es inmediato que P,, divide el intervalo [a,b] en n subintervalos I, , IV de igual

longitud y se tiene que:
S .

I =tim1, ti], i=1,--
Sean m!" = inf{f(z),z € I""}, M} =sup{f(z);z € I'}.

En este caso:
- (b—a)

i=1 i=1
i=1 i=1

Esto es,
b—a 1 —
I(f,P,) = Zm (b—a) EZm?
=1
S(f,Pn) = _“ZM"— b— a) —Zn:Mi”.
=1

1. Es inmediato que I(f,Pn) < I(f, Pnt1)-
En efecto, si I"Jrl C I? U I} | entonces, m"Jrl > maz{mj,my ,}, en consecuencia

n+1

1 n+1
(b_a)n—i—l Zmz

i=1
(b — a) promedio de {m}*! ... m!*1} > (b — a) promedio de {m",--- ,m!}.

Usando el criterio de integrabilidad, sabemos que dado € > 0, existe una particién
b
P. de [a,b], tal que 0 < / f(x)dx — I(f,P:) < . Por el Principio de Arquimedes,

Ju_
dado el nimero ||P.|| existe N € N tal que,

1
~ = IPell-
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Ahora, podemos construir una particién Py que sea un refinamiento de tal P, y de

modo que todos los subintervalos sean de longitud menor o igual que N
Entonces, tenemos que para todo n > N, se cumple,

b
1(£,P.) < I(f,Py) < S(, Px) < S(f,P.) < / f(x)d.

b b
Asi,0</f(a:)—5'(f,77 §/fa:dx—S(f775)§€

Por lo tanto,
hmsf, /f dz—/f Ydz. B

Ejemplo 3.1.18 Consideramos f(z) = z3, € [0,1].

En este caso, como f es creciente, m; = f(d) = (
" n

s () E

i=1 i=1

Asi tenemos que:

lfm I(f,P)=1/4.

Ejemplo 3.1.19 La funcién f(x) = z definida en [a, b] es integrable y su integral

b 2 2
/xdx:b a‘
a 2

En efecto, demostraremos que f(x) = x satisface el criterio de integrabilidad en cualquier
intervalo [a, b].

Dado un nimero positivo € positivo, debemos encontrar una particién del intervalo [a, ]
tal que

S(f,P.) —I(f,P:) <e

Sea P,, una particién cualquiera de [a, b].
P=A{xg, 1, ... 2y} ;20 = a, x, = b. Como la funcién identica es creciente en [a,b[ ,
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tenemos que:

m; = mf{f(a:) ; T € [xi_l ) 1‘2]} =2i—1, t=1,...n.

M; = sup{f(z); z € [xi-1, x|} =m;, i=1,...n.

Por lo tanto,

i=1 =1

i=1 i=1
Con estos cédlculos podemos escribir:
0< S(f, Pn) — I(f, Pn) = ml(xl — CL) + CL‘2($2 — .Tl) 4+ + b(b — :Enfl)
—la(ry —a)+z1(xe — 1)+ .. ... + xp—1(b— zp—1)]

= (@ —a)(z1 —a)+ (z2 —x1)(z2 —21) + ...
.t (b - $n,1)(b — .Tnfl)

Acotando uno de los factores en cada sumando por ||P,,)||, obtenemos:

0<S(f;Pp) = I(f,Pn) < (z1=a)|[Po)l| + (m2 —z)[|Pa)l[ + ... + (b= zn—1)|[Pn)]
= [(z1—a)+ (w2 —x1) +...... + (b= 2n—1)]||Pn)l|
= (b—a)[|Pn)l]-

Con el mismo razonamiento usado en los ejemplos anteriores, tenemos que: dado & positivo,

en virtud del Principio de Arquimedes existe N € N tal que < €. Por otro parte,

N(b—a)
1
N(b—a)

Asi, dado e positivo hemos encontrado una particién de [0, 1], tal que

podemos construir una particién P, de modo que ||P:|| <

0<5(£,P) ~ I(f;P) = (b - a)llPe)l < (b - a) pam—y <&

b
El criterio de integrabilidad nos dice que el niimero x dx existe, pero no dice cuanto

a
vale. Como sabemos que existe calcularemos la integral usando sumas de Riemann en que
la funcién se evalua en el punto medio de cada subintervalo.
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Sea P,, una particién cualquiera de [a, b].

P={xo, 1, ... Tpn} ;x0=a, T, = b, &:%
entonces:
n
a-+x 1+ b+,
> FE)Ax = 5 Lz —a)+ 12 2(2g — 1) ... +T’“(b—xn,1)
=1
_ la—z)lata)  (@2-o)(@ato) (b+2p-1)(b—zn_1)
5 5t 5
1
= §(m%—a2—|—m%—m%+ ...... +v?—22 )
b2 —a?
T2

Observemos que el ultimo cédlculo vale para cualquier particién. Como la funcién es con-
tinua y si n — +o00, entonces M; y m; tienden a confundirse con el punto medio de cada
subintervalo, por lo cual podemos concluir que:

b 2 2
/xdx:b a.
a 2

El siguiente teorema es una de las consecuencias més importantes del criterio de integra-

bilidad.

Teorema 3.1.20 Si f : [a,b] — R es una funcién continua o continua a tramos entonces,
f es integrable en el intervalo [a, b].

Ejercicios resueltos

1. Recuerde que si la velocidad de una particula es constante en un intervalo de tiempo,

entonces se usa la férmula v = n donde d es la distancia recorrida y t el tiempo

transcurrido.

Esta féormula no es valida cuando la velocidad varia en cada instante, pero si puede
usarse para calculos aproximados.

Suponga que una particula se mueve con velocidad v(t) = t? + 1;¢ € [0, 1]; ¢t medido
en horas.

a) Dé un valor aproximado del camino recorrido durante una hora, suponiendo
que cada 12 minutos la velocidad se mantiene constante e igual a v(§;) donde
&; es la mitad del tiempo transcurrido en cada intervalo de 12 minutos.
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b) Observando el grafico de la situacién dada en a) ;Cémo podria obtener un valor
mas exacto del camino recorrido?.

¢) ;Coémo podria obtener una férmula para obtener el valor exacto?.

Solucién:

v(t) =t +1, t €0,1].

Um=2 36m=2 48m =2 1 hora

I_l
0 12m = 2 3 I

5

Los puntos medios de cada subintervalo de 12 minutos son:
S NS BN TS A )
T 00 T 100 T 100 T 10

d
Como v = n entonces d = v - t.

N———
[\
+
—_

SlOStS1/5, ’U:’Ulz’(}(él):

N

7N N N N S|H
V)
_l’_
—

Sil/5<t<2/5 wv=vy=0v(&)=

Sle

Si2/5<t<3/5, v=uvz=0v(&)=

+
—

Si3/5<t<4/b, v=uvy=0()=

N— " — 7
[\
+
—_

Sl e

Sid/5<t<5/5 v=uvs=0(&)=

Sle
N——
[\
+
—_

Por lo tanto, en cada subintervalo ¢ supondremos que la velocidad permanece
constante e igual a v;. Por lo tanto la distancia total d recorrida es:
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1
d = d1+d2+d3+d4+d5=g(v1+v2+v3+v4+v5)=

1 1\?2 3\2 52 7\?2 9?2
I 1+ (= 1+ (= 1+ (= 1+ (= 1
5 (<1o> + +<1o> + +<1o> + +<10> + +<10> +

17712 32 52 72 92 1[14+9+25+49+81

—t -+t —+

51102 102 102 102 102 100
33

= —+1=1,33.
100 * ’

b) Un valor més exacto se obtiene haciendo una subdivisién mas fina del intervalo
[0,1].

¢) Una forma de obtener el valor exacto es haciendo divisiones tan finas de modo
que la longitud de los subintervalos tiendan a cero. en ese caso la cantidad de
sumando se hace infinitamente grande, su suma se realiza con el concepto de
integral de Riemann.

Si una fuerza constante F' actiia sobre un cuerpo que se mueve en linea recta, entonces
el trabajo T', realizado por la fuerza al desplazar el cuerpo una distancia z es T = Fx.

Si la fuerza es variable, ésta formula ya no es vélida, pero tal como en el ejercicio
anterior, puede ser usada para encontrar valores aproximados del trabajo. Por ejem-
plo, para estirar un resorte en la direccién del eje X en x unidades de longitud, se
necesita una fuerza

F(z) =50z ; x medido en metros.

Dé un valor aproximado del trabajo total efectuado por la fuerza, para estirar el
resorte 10 cm, usando una particiéon del intervalo en que varia x con n subdivisiones
de igual longitud y suponiendo F' constante en cada subintervalo. El valor de F' en
cada subintervalo puede ser elegido como usted quiera.

Solucidn:

T=F-z=T(x)
SiF=F(z); T(x)=F(z) -z

Aplicando esta férmula a nivel microscépico, se obtiene:
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2 =10+ 105, 2p=0, i=0,1,---,n
n

Entre z; y ;41 la distancia es  —.
n
1
Enx= Ti+1, T(CL‘Z'Jrl) = F(:EiJrl) . E .
El trabajo total es,

T(e) + T(x2) + -+ Tlxn) = (Fler) + Flaz) + -+ Flza))~

1

Asi, el valor 25 - ntl da un valor aproximado del trabajo total cuando el intervalo
n

se divide en n subintervalos. Si la divisiéon de subintervalos es infinitamente grande,
el valor del trabajo es:

lim (T(x1) 4+ T(x2)+ - +T(zy)) = 25.

n—-+00
3. Férmula para calcular la longitud de una curva

Considere y = f(x), f funcién con derivada continua en [a, b].

Particione el intervalo [a, b] en n subintervalos [a, z1], [z1, z2], - , [*n—1, D]

Sea P; = (x4, f(z;)),i=1,---,n—1, Py=(a,f(a)) y Pn= (b, f(b)).

a) Calcule la longitud de la poligonal determinada por los trazos Py Py, Py, Po,- -+, Pp_1P,.

b) Use el Teorema del Valor Medio para derivadas para reemplazar en la férmula
encontrada en (a) los términos (y; — ¥i—1)-
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¢) Demuestre que la longitud L de la curva es aproximadamente
n
Z VIF[f(e)]? (Axi); i € [, ).
i=1

d) (A cudl suma de Riemann corresponde la expresién obtenida en (c).
e) Use el concepto de integral para escribir la expresién exacta de L.
f) Calcule un valor aproximado de la longitud de la curva

y = 232

cuando z € [1,2] usando una particién de 10 subintervalos de igual longitud.

Solucidén:

a) P = (w,yi) = (v, f(2:))
P_1P; = \/(z; — xi—1)? + (yi — yi—1)?. entonces, la longitud L de la poligonal
es:

n n
L= ZPz‘APz = Z V(@i —2ii1)? + (i — yic1)?
i=1 i=1

b) Como f es una funcién con derivada continua, podemos aplicar el Teorema
del Valor Medio para derivadas, 2.3.5, en cada subintervalo [z;_1, x;]. Asi,
tenemos la existencia de un punto ¢; €]z;_1, x;[ tal que f(z;) — f(xi—1) =
f'(¢;)(z; — x;—1). Por esta razén podemos escribir lo siguiente:

PP = V(mi—zia)?+ (f(w) — f(@i)? =
= V(@i —2i1)? + (f(c0)? (i — mi-1)?
= 1+ (f'(c)?|wi — xia), Ti—1 < ¢ < T

c¢) Por lo tanto, la longitud de la poligonal L puede escribirse como:

L= ZPz‘APi = Z V14 (f'(e))? (@i — xi-1).
i—1 i=1

d) Si consideramos a la poligonal L como una aproximacién de la longitud de la
curva y = f(x), entonces:

Longitud de la curva ~ Zn: V1+(f(e)?(xi—zim1) = Zn: V14 [f(e)]? (Axy);
i=1 =1
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donde ¢; € [z;—1, z;]. La expresién obtenida en (c) corresponde a a una suma
de Riemann de la funcién g(z) = /1 + (f'(z))3.

El valor exacto de la longitud de la curva se obtiene haciendo la particiéon del
dominio de la funcién cada vez mas fino, por lo cual usando la definicién de
integral podemos escribir:

b
L= / V14 (f(x))%dz.

3 .
f@)=a®?  fla) =32 wi=1453 0<i<l0
Asi, tenemos:

wo=1, 21 =1+1/10, 2o =1 +2/10, -+ , 219 = 2.

3
(f,(‘rl))Q = §(xi)1/2?i = ]-7 27 ) 10.
Para encontrar un valor aproximado de la longitud de la curva tomaremos

como valor de g en cada subintervalo g evaluada en el extremo derecho del
subintervalo.

~ Sy L 3 e Lo 3 el 3 a0 1
le (@) g5+ 5 (@) 7 o e+ 5 (@e) g + 5 (@07) - 7
~ 3 1_10 [(.%'1)1/2 + ($2)1/2 + (.%'3)1/2 + ($4)1/2 + ($5)1/2 + (x6)1/2 + ($7)1/2+

)2 4 (x9)1/2 I (x10)1/2>

.
(zs)

% [\/1,1 F /1,24 1,34+ V1,44 1,5+ /1,6 +/1,7+
V1,8 + \/1,9+¢5}

3
20 (1,048 + 1,095 4+ 1,140 + 1,183 + 1,224 + 1,264 + 1,303 + 1,341+

1,378 + 1,414
~ 1,8585.

Q

Q

4. Dada la pardbola y = 22 sobre [0, 2]

a)

Dé un valor aproximado del drea A de la region del plano comprendida entre
el eje X, la curva y(z) y las rectas © = 0 y = 2, usando la suma de Riemann
correspondiente a una particiéon de 5 subintervalos de igual longitud y usando
como &; el punto medio de cada subintervalo.



3.1. SUMAS DE RIEMANN Y EL CONCEPTO DE INTEGRAL 437

b) Aproxime el drea A mediante la suma de los trapecios que resultan usando la
misma particién del item anterior.

¢) La suma resultante en el item anterior , ; es una suma de Riemann ? Justifique.

d) Calcule la suma superior correspondiente a una particién de n subintervalos
iguales.

e) Calcule la integral superior de la funcién y sobre [0, 2] y diga por qué este valor
corresponde al valor de la integral.

Solucién: y = 22,z € [0, 2]

a) Si dividimos el intervalo de longitud 2 en 5 partes iguales cada subintervalo

2
debe tener una longitud de — = 0,4 unidades de longitud. Por lo tanto,xq =

2 2 2 4 4 2 6 6 2 8
bomsg mEgAETy WUgtETyp MoptyTg BT
5,20,

b 51 o 3 7 9
1= &= &=L &4=5 &==
Ahora, calculamos los valores de f en cada &;:
f(fl):%a f(f2):%a f(&) =1, f(€4):;1—27 f(§5):%-

Entonces, la suma de Riemann S correspondiente a la particién P = {xg, z1, x2, 3, T4, 5}
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v los puntos &; es un valor aproximado del drea A.

A =

b) Area de un trapecio:

Ar=a-b+

1€! trapecio:

gdo trapecio:

3T trapecio:

4%0 trapecio:

5% trapecio:

12,92 2 49 2 81 2
S = A —. 24 2.z e
;y& Y= 5T 5T 5T 5% 5
2 1+9+25+49+81 g 165 2 33 66
5 25 5 5 25
2, 64.
C
b
a
a-c  2a-b+ac a-b+(b+c)-a a-[b+(b+c)
2 2 - 2 - 2 ’
, 2 4
2 2 4 5 95
a 57 07 +C (5) 25) Tl 2

2 /16 16
2 4\ 2 62 5\25 ' 25
a=?, (5>,+c (5) 5 '
2 36+64
2, 6 2b+ 8\ 2 N 5125 " 25
a = — = — CcC = — =
5’ 5) 7 5) 0 T 2
2 /64
(=44
_2,_ 82b+ 52 4 _5<Q5+>
a_57 - 5 ) c= ) Ts — 2
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N 4,20 52 100 164340 68 _,
T ~ _ R [ [ —_—— = — = .
A~ To5 T 125 T 125 ' 125 ' 125 125 25

Cada sumando de la suma del item anterior es de la forma:

bi + (bi + ¢
PR TICE )

La base de cada trapecio es a; = Awx;. Para que dicha suma sea una suma

b; + (bi + Ci)

de Riemann, el nimero debe corresponder a la imagen de algtin

bi+ (bi+ ¢
T; € [xi—1, ;). Es decir, f(T;) = #

Como f es continua en cada intervalo [z;—1,z;] y f([xi—1,zi]) = [bi, b + i,

podemos aplicar el Teorema del Valor Intermedio, teorema 1.5.16 para obtener
. . b; + (b; + ¢

la existencia de T; € [r;_1, ;] tal que f(z;) = M Por lo tanto, la

suma de las dreas de los trapecios cuyas alturas son puntos sobre el grafico de

una curva continua es una suma de Riemann.

2
Sea Az; = —. Asi, obtenemos los puntos de la particién P,:
n

r;=—-1;coni=0,1,---n.
n
2 4 6 2(n — 1)
ro=0,21=—, w2= I3 = e Epl = T Tp = 2.
Sii = 0,1,...,n — 1 entonces, considerando que la funcién f es creciente

M = flai = g - ()

Por lo tanto,

Flae) - (s = wi1) = fla) - Awi = - (i) 2 = ()
(P = 3 fam - i) = 3 567
=1 =1
S D0

i=1
8 nn+1)(2n+1) 8 2n2+3n+1

n3 6 n? 6
42n2+3n+1_4< 3 1>

hreonT s 2 (o2
3 n2 3 +n+n2
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e) La integral superior de la funcién y sobre [0, 2] corresponde al infimo de todas
las posibles sumas superiores. Este infimo se alcanza haciendo tender n a 400
en S(f,Pn) = % (2 + % + #) , puesto que esta sucesion es decreciente.

4 8
lim S =-2=_=2666..
S S(f,Pn) = 2 3=2

Este valor corresponde al valor de la integral porque la funcién es continua y
por lo tanto integrable.

2a
5. Dada la funcién f(z) = z(z + 2), a<z<2a , a >0, calcule / f(z)dzx

a
como limite de sumas de Riemann.

Solucién: Consideremos la particién del intervalo [a,2a] obtenida al subdividir
. . . . a .
el intervalo en n subintervalos iguales de longitud —. Entonces cada subintervalo I;
n

tiene la forma:

i—1 v
I, = [a+a-—,a+a~—[,z:1,--- , M.
n n

) o (o) (ore o)

3| .

f<a+a-

f(a—i—a-i)-
n

Ie
I
/N
IS
+
IS
3| .
N——
N
IS
+
IS
| .
+
[\
N——
3
I

n
3+3i+2 i +a3-22+2a2
= —4a =+ —+a"— ?
n 2 2 n3 2
a’ 5 i g% 2d®  2a?
= — 42" 5+’ 5+—Fit—
n n n n n

n .

1 3 1)(2 1 1
E f<a+al>E = a3+a3n+ +%(n—|— )(2n + )+a2<i>+2a2
; n;,n n

n n?

13a3

3
lim S, = a3+a3—|—%—|—a2—i—2a2:—+3a2.
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21
6. SeaI:/ —dx
1 X

a)
b)

c)

Diga por qué la integral I existe.

Dé un valor aproximado de I subdividendo el intervalo de integracién en 10

subintervalos de igual longitud:

1) Calculando la respectiva suma superior.

2) Calculando la respectiva suma inferior.

3) Usando la suma de las dreas de los trapecios determinados por la particién
elegida.

4) Usando los puntos medios de cada subintevalo.

Use consideraciones geométricas para decir, cuando sea posible, si los valores
encontrados en cada caso son mayores o menores que el valor exacto.

Solucién:

)
b)

1

La integral existe porque f(z) = — es continua en [1, 2], como consecuencia del
x

teorema 3.1.20.

consideremos una particién del intervalo [a, b] dividiéndola en n partes de igual

b— 1
longitud. Tenemos, a = 1, b = 2 Ax; = a:—, xi:a—{—(b—a)-i:
. n n n
1+% i=01,....n
n
2 n—1
ro=1, z1=14—, zo=14+—,---, xp_1 =1+ , Tp=2.
n n n
Sin = 10, tenemos:
R T A 19 ,
xO— ) x1_107 1'2—107 xg_loa 9 xg_loa xlO— .

1) Considerando que la funcién es decreciente, la suma superior queda expre-
sada como sigue:

1 1 11 1 12 1 19
S(f,Pr) = To'f(1)+1_of<ﬁ>+1_0'f<E>+'”+E'f<1_o>
B L, 10 1010 10
= —[ + =+ o+t "+E}

= 75 [1+0,909 +0,833 40,769 + 0,714 + 0,666 + 0,625

40,588 + 0, 555 + 0, 526]

_ L7185 ~0 7185
10
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2) La suma inferior tiene la forma:

e = 5|t (55) +7 (55) +- 72
B [19<+ 10 10 10]

n T T

10
: 6,685 ~ 0, 6685
10 ) ~ .
3) Ahora calcularemos un valor aproximado de la integral usando las dreas de

los trapecios determinados por la particion elegida. Recordemos que el area
de un trapecio es el producto de la base por la semi suma de las alturas.

2 .
Trapecio: ab + % — (20 —; c)a _a [b +2(b +¢)]

8=

N[

1
Entonces,como todos los trapecios tiene base de longitud 10 tenemos que
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esta suma de Riemann tiene la forma:

() (m) o (w)

+ 5 ot 5

10+1 10 10 10+10 10+10
1 112 12 13 13 1

_ 1
10 2+2 2 2

10 10 10 10 10 10 10 10
14 15 . 15 16 , 16 17 , 17 18
+t 2 B g 8y
10 10 10 1
2

—+— =+
18 19 . 19

2 2 *

1 0,909—1—1+O,909+0,833+O,833+0,769+0,769+0,714+
10 2 2 2 2
0,714 + 0,666 N 0,666 + 0,625

2 2
0,625+ 0,588 0,588 +0,555 0,555+ 0,526 0,526 + 0,5
2 * 2 * 2 * 2

1
= 75[0.9545 + 0,871 + 0,801 +0,7415 + 0,690 +
0,6455 4+ 0, 6065 + 0,5715 + 0, 5405 + 0, 513]
1
= — .6,9350 ~ 0, 6935.
10
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Usando puntos medios, tenemos:

11 11 12
S ) N i A T IS T R
2 20 2 2

127 13 0 13714 0

7, — 1010 _ 2 7, — 1010 _ 27

2 20 2 20’

115 0 15 116 0

7, = 10 10 _ 2 7. = 1010 _ 31
16_?_17 20 17i18 20

7e — 1010 _ 33 7 = 1010 _ 35
183_19 20 19i1 20

- — 1010 _ 37 __ 102 _ 3

8 = - ) g9 = = .
2 20 2 20

Asi, la suma de Riemann respectiva es:

srrw) = 5 (5)+r(B)+r(B)+ s (3)]

1 20+20+20+20+20+20+20+20+20+20
10 23 25 27 29 31 33 35 37 39

= 10[0 952 + 0,869 + 0,8 + 0,740 + 0,689 +
0 645 + 0,606 + 0,571 4 0,540 + 0, 512]

= —[6,924] ~ 0,6924.

La suma superior es siempre mayor que la integral, por lo tanto el valor
obtenido por esta via es una aproximacién por exceso.

La suma inferior es siempre menor que el valor de la integral, por lo cual
esta aproximacion es una por defecto.

La suma de las dreas de los trapecios puede ser, en general mayor o menor
que el valor exacto.En este caso particular, debido a las propiedad de con-
vexidad tenemos que esta aproximacion es mayor que el valor exacto.

en efecto: la funcién — es convexa, por lo cual la recta que une los puntos

1 1 , .

Ti—1, y |2, — | estd sobre la curva en el intervalo [x;_1,x;] .
Ti—1 T

Por lo tanto, el area de los trapecios es mayor que el area sobre la curva.

Veamos ahora la cuarta aproximacién. Al usar los puntos medios para

evualuar la funcién en la respectiva suma de Riemann y teniendo en cuenta
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que la funcidn es estrictamente decreciente y positiva, podemos deducir que
el drea que queda sin evaluar, es decir que esta sobre el rectangulo de altura
f(i) con x € [x;_1, T;] es mayor que él drea considerada en el rectdngulo
cuando x € [T;, x;]

Use que |senz| < |z| y la férmula que convierte senz; — senxy en producto
para demostrar que

|senzy —senxo| < |21 — 22|

Sea f(x) = senx definida en [a,b] y P, una particién de [a,b] que divide este
intervalo en n partes iguales. Demuestre que

0= S(f,Pn) = I(f,Pn) < @

donde S(f,P,,) es una suma superior de f con respecto a P, y I(f,P,) es una
suma inferior de f con respecto a P,,.

Use el criterio de integrabilidad para demostrar que f(z) es integrable en
cualquier intervalo [a, b].

Deduzca que g(z) = sen ( 5 — x) es integrable en cualquier intervalo [a, b].

Deduzca que cos x es integrable en cualquier intervalo [a, b].

Solucién:

a)

Usaremos |senz| < |z| y la conocida férmula trigonométrica:

T+ X2 T — T2
en

sen i — senxro = 2 Cos > S 2

entonces,
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T+ X2 T1 — T9
senxy —senxy| < 2|cos 5 sen 5
< 9 COSCU1+$2 T1 — To
2 2
r1+ T2l X1 — T2
< 2
< cos 5 5
< |z — x|, pues |cosal < 1.
) Seasi—at®-a)- L i=01..n
n
ASi, Pn = {xo’ml’ e 7$n}.
n n 1
SR = Yl a M= (-0 >
=1 i=1
n—1 n—1 1
I(Pr’f) = Z($Z—$Z,1)mzz (b_a)ZEml
=0 =0

Denotemos por:

Para toda particién P,,:

3

S|

S(fy,Pn)_I(f?,Pn) = (b_a)z (Mz_ml)
=1
b— a —

= Y (sen(af”) — sen(a)|
i=1

n

b—a — b—a —
I A ey S
n i=1 n i=1

b—a ~b—a (b—a)?
< . = .
B n Z n n

IN

n=1

¢) De acuerdo a (b) dado € > 0, en virtud del Principio de Arquimedes podemos

(b= a)?

escoger n tal que < € y entonces existe una particion P, de modo que

se cumpla:
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8. Sea

e)

OS S(fapa) _[(f77j.€) <e.

T . . .
Como sen (5 - x) es continua por ser compuesta de dos funciones continuas

es integrable.

(3-2)=sn(3) )
sen(— —x) =sen|—-)cosz—cos|—|senx = cosx
2 2 2

Esto es, g(z) = sen g — x) = cos x es integrable.

_J 0 si z2€eQn]0,1]
f(x)_{x si z€[0,1]1-Q

Demuestre que la suma inferior de cualquier particién de [0, 1] vale cero.

1
Calcule / f(z)dx.
J0

Demuestre que toda suma superior S(f,P,,), donde P,, = {0,z1,...,...,z,} es
una particién cualquiera de [0, 1], puede escribirse como:

n

1 "1
S(f,P) = (i — 5 Az:) A + E; 5(&:@-)2.

i=1 =
Observe que, (z; — %Ami)Axi es el area del trapecio de base Az; y de alturas
Ti—1 y x;, y deduzca que

n

1 1

Demuestre que f(x) no es integrable.

Solucidn:

Ti-1 T
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a) Sea P una particién cualquiera P = {zg=0<--- <z, = 1}

n n

I(f7 7)) = Z(xz - xi—l)-mi = Z(% - JUZ'_1) -0=0.
=1 i=1
Luego, para toda particién P, tenemos I(f, P) = 0.

1
b) / f(z)dz = 0, por definicién de integral inferior.
JO_

c) S(f,P)= Z(wz —xj—1).M; ; donde M; = x;.
i=1

Como (z; — xj_1).x; = &2 — T;T,_1, entonces:
7 7 7 3 1bg—1,

2 2 2 2
(T —zim1) @i = = 724‘72—.%'@'.%'@'—1 2214- 121:
2 2 2 2
X 1‘-7 €T x‘i
= 72_ Z21 EZ—%%—H— 221
Ti +Ti1 1
= ( ¢ v )(-Tz x271) + _(xz $271)2
2 2
Usando que
1 , o 1
<:m' — §Axi> = %, se tiene que: (z; — x;_1) - 2 = (25 — §Aﬂci)Ami i
1
— . Ax?
2 (3

/ (1AL ER Y i
Asi, S(f,P) = Z (mz — 2Aacz> Ax; + 5 ;(Aml) , para toda particién P.

2
n

1 1
Asi, Z <x, — 5Aw,> Ax; = area del triangulo rectangulo de lado 1 = 3
i=1

1
<a:l- - —AacZ) - Ax; = area del trapecio de alturas x;,z;_1 y base Ax;.

Por tanto, para toda particiéon P tenemos que S(f,P) >

N |

e) Como I(P,f) = 0, usando el criterio de integrabilidad, podemos concluir que

1
f no es integrable, ya que S(f,P) > 3 Como se vio en el item anterior.
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Usando que:

) 1F 2k 4ok 1
nEI-lr-loo< nkJrl kIGN

Sia >0,k €N, calcular

/ 2Fdx
0

a
k es continua, por lo tanto existe / Fda.
0

Solucién: La funcién f(z) =z

Para calcularla tomaremos limites de sumas de Riemann inferiores con particiones
que dividen el intervalo [0, a] en n partes iguales.

Sea P, = {xg,x1,",+ -+ ,Zn}, donde:
a 2a na
Zo - 07 T1= —T2=— ", Tpn=—"—=40a
n n n
&i = Tj-1
a
A.%'Z‘ —
n

Sie
+
7N
S
S|
—_
IS
N——
B
3le

ak—i—l

— k k

Usando el limite dado:

En consecuencia,
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0

10. Calcular / z¥dx usando el mismo método del ejercicio 9.
—a

Solucién:

a —a\"*a —2a\*
im0t () e (22)
n n n n

- a
— W[1+2’f+-~+(n—1)’f}

(—a)t+

_ k k

()t
,}LIEOI(f’ Pn) = “Thrl Por lo tanto:

0 k+1
k _ _(—a)
/_ax dr = 7]{:4_ 1

0 ck+1
/ dfde = — ;<0
c k+1

Ejercicios propuestos

1. Generalice el resultado de los ejemplos 3.1.15 y 3.1.16 demostrando que la funcién

parte entera satisface el criterio de integrabilidad sobre cada subintervalo [k, k +
k+1

1],k€quue/ [x] dz = k.
k

2. Use el criterio de integrabilidad para averiguar cuales de las siguientes funciones son
integrables y calcule [ f cuando exista.

a) f(z)=[x] en [0,1].
b) f(x)=|x] en [-2,1].
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¢) f(x)=z—[z]en [-1,1].

d) f(x)=lz|en [-1,1].

e) f(z)=x+1en [-3,0].

f) f(@)=2’en0,2]

g) f(z)=23en [-2,0].

o a-{0 8 25N

3. a) Grafique la curva 22 + 32 = 1.
b) Grafique la funcién y = v1 — z2.

¢) Use la interpretaciéon geométrica de la integral para calcular
1
/ V1 —22dx
-1

4. Dada
f(x):{ —r—2 si xe[-2-1]

x si ze[-1,0]

Calcule las sumas de Riemann para particiones que dividan el intervalo en 2n subin-
tervalos de igual longitud. Calcule la integral de f en [—2,0]
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3.2. Propiedades de la Integral de Riemann

Teorema 3.2.1 Si f y g son funciones integrables en [a,b], entonces se cumplen las si-
guientes propiedades de la integral de Riemann:

b b b
1. f+ g esintegrable y / (f + g9)(x)dx :/ f(z)dx +/ g(x)dx.

b b
2. Sia € R, entonces af es integrable y / af(x)de = a/ f(x)dx.
a a
3. Si f es integrable y no negativa en [a, b], entonces:

/a  Hayde > 0,

4. Si f y g son funciones integrables en [a,b] y si f(z) < g(x) para cada x en [a,b],

entonces
/abf(a:)da: < /ab g(x)dx

5. Si f es integrable en [a,b] y si m < f(x) < M para cada x € [a, b], entonces
b
m(b—a) < / f(x)dx < M(b—a).

6. Particion del intervalo de integracién
Sia,b,c € R son tales que a < c<by f:[a,b] = R acotada, entonces
f es integrable en [a, b] si y sélo si f es integrable en [a,c] y [c,b] ¥

/abf(m)d:c:/:f(m)d:cwt/cbf(m)d:c.

1. Como f y ¢ son integrables, f + g es una funcién acotada y dado ¢ > 0 existe
particién P.(f) tal que

Demostracion:

S(f7 Pa(f)) - 3<f7 Pa(f)) <

Do ™

Como g es integrable dado ¢ > 0 existe particién P.(g) tal que

S(9,Pe(g)) — s(9:Pe(9)) <

Do ™
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Sea P = P-(f) U P:(g), entonces

S(f,P) - S(f,P) S S(faPE(f)) - S(f773€(f)) <
S(g,P) — s(g,P) < S(g,Pe(g)) — s(9,Pe(9)) <

1O 5w

Escribamos P = {tg,t1,...,t,} y sean

m; = inf{f(x); = € [t;—1,ti]},
m; = inf{g(z); = € [ti-1, L]},
my = inf{f(z) +g(z); = € [ti_1, 1]}

y sean M; , M/, M/ los respectivos supremos. Como
m; < f(z) y m} < g(x), entonces

m; +mj < f(z) + g(z).
Luego m; +m) < m].
Andlogamente se verifica que
M; + M! > M.

Por otro lado,

S +0.P) = s(f +9.P) = M Zm"
=1
n—1
Z M +M _ti—l) —Z(ml—m;)(tl _ti—l)

=1

<.
S
<)

n—1
=Y (My—mg)(ti —tio1) + Y (M; —mg)(t; — ti1)
0 —

1=

.

1
S(f;P) = s(f,P)I+5((9,P) = s(9,P)) <

IN

+

N ™

Esto prueba que f + g es una funcién integrable. Veamos ahora que

/ab(f +g)(z)dx = /abf(a:)da: + /ab g(z)dx.

En efecto, como m; +m) < m}, se tiene

s(f,P)+s(9,P) < s(f +9,P)
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y como M/ < M; + M, se tiene
S(f+9,P) <5(f,P)+ 5(g.P).

Por lo tanto,

b b b
/ <f+g><x>dx—[ [ i@+ [ g(w)dz} < S(f+9.P) — (s(f,P) + (9. P)
S S(f,P)—l—S(g,P)—S(f,P)—S(g,P)
S S(f,P)—S(f,P)+S(g,P)—S(g,P)
< %4-%:5

Asi, tenemos que
b b b
/(f—i—g)(a;)da;:/ f(a:)da:—i—/ g(z)dx.

2. Se deja como ejercicio.

3. Si f(z) > 0 en [a,b], entonces todas las sumas superiores e inferiores relativas a
cualquier particién son positivas. Como f es integrable, su integral

—b
/bf(a:)da: = / f(z)dx = inf{S(f,P) : P particion de [a,b] } > 0.

4. Esta propiedad es consecuencia de la propiedad 3.
Si f(z) > g(z) entonces, f(x) — g(x) > 0, para todo = € [a,b].

b b b
Aplicando 3 y 1 tenemos, / (f(x) — g(x))dx = / f(z)dz — / g(x)dx >0,

a

b b
consecuentemente, / f(z)dz > / g(x)dx.
a a

5. Es una consecuencia directa de la propiedad 4, usando g(x) = M y h(x) = m en
[a, b]. entonces, tenemos que

h(z) < f(x) < g(x).

En virtud de la propiedad mencionada obtenemos:

/ab h(z)dz > /abf(a:)da: > /abg(a:)da:.

De donde se deduce la propiedad requerida.
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6. (=) Supongamos que f es integrable en [a,b]. Debemos demostrar que f es inte-
grable en [a,c] y [c,b].

Por hipétesis, dado & > 0 existe particién Pe = {to,t1...,t,} de [a,b] tal que

S(f,P:) —s(f,P:) <e

Suponemos que ¢ € Pg, es decir ¢ = t; para algin j =1,...,n — 1.
Sean Py = {to,...,t;} y P2 = {t;,...,tn}, se tiene que Py es particién de |a, c|
y P2 es una particién de [c, b], entonces

7j—1
f’Pg Zmzz zl Z i_ Zmz 1_21—3P1+5732
=1

Andlogamente S(f,P:) = S(f,P1) + S(f,P2), luego

S(f7 P&) - S(f7736) :[S(.f?Pl) + S(f: 7)2)) - [(S(fa Pl) + S(fa 7)2))]
= [S(fapl) - S(f7,Pl)] + [S(f77)2) - 3(f77)2)] <é

Asi, si ¢ € P, entonces existen particiones Py c(f), Pac(f) tal que S(f, Py o) —
s(f,Prey <eenla,c y S(f, Pac) = s(f,Pae) <cencb]

Supongamos que ¢ ¢ P., entonces existe j tal que ti—1 < c < tj. Sea 73; =
P U{c} = {to,t1,tj-1,¢tj,...,tn}, claro que P, es mas fina que P. y luego

S(f7,PE) S S(f7,Pé) S S(f,Pé) S S(fvpﬁ)

y entonces S(f,PL) — s(f,PL) < S(f,P:) —s(f,P:) <e
Por lo tanto,

S(f,’Pé)—S(f,’Pé) <e

Procedemos ahora como en el caso anterior pues ¢ € PL.Por lo tanto, f es

integrable en [a, c] y en [c, b] ya que para todo € > 0 hemos conseguido particién
P de [a,c] y P2 de [c, b] tales que

S(f7731)_3(f77)1) <egy S(f,PQ)—S(f,PQ) <e

De la demostracién anterior se desprende que

c b
SULP) < s P) = s(EP) +s(f P < [ f@)dn+ [ f(w)ds
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para cualquier particién P. Por lo tanto,

c b
sup{s(f,P)} < / f(@)dz + / f(x)dz

a&que/f da:</f d$+/f

También S(f,P’) < S(f,P), es decir
(f7pl)+s(fv7)2) < S(f77))

c b c b
yluego/ f(a:)da:—i—/ f(z)dx < S(f,P), asi que/ f(a:)da:+/ f(z)dx <

L%@m

Por lo tanto,

/f m_/f m+/f

(<) Ahora nuestra hipétesis es f es integrable en [a, c] y [¢,b] y debemos demostrar
que f es integrable en [a, b].
Dado € > 0 existe P; particién de [a, c] tal que

€
S(f,P1) =s(f.P1) <5
y existe particién Py de [e, b] tal que
€
S(f,P2) = s(f.P2) <5

Sea P = P1 U P, claro que P es particién de [a, b] y

S(f77>) = S(f77)1) +S(f7732)7
sp(f) =s(f,P1) + s(f, P2)
Por lo tanto, S(f,P) — s(f,P) = S(f,P1) — s(f,P1) + S(f, P2) — s(f, P2) <

+-o=¢

O ™

3
2
Por lo tanto, para todo € > 0 existe P particién de [a, b] tal que

S(f,P) —S(f,P) <e
entonces f es integrable en [a, b].

Al igual que antes concluimos qu,

/abf(a:)da: = /acf(a:)da:+ /cbf(a:)da:. |
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Teorema 3.2.2 1. Si f es integrable en [a, b], entonces |f| es integrable en [a, b].
2. Si f es integrable en [a,b], entonces f? = f - f es integrable en [a, b].
3. Si fy g son integrables en [a, b] entonces f - g es integrable en [a, b].
Demostracion:
1. Se deja de gjercicio.

2. Se deja de ejercicio.

3.
(f+9°=f+d+2fg

implica

_U+9?-F-g
9= 5 :

Por teoremas 3.2.1 y 3.2.2 podemos concluir que el producto de funciones integrables
es integrable. W

El teorema del Valor Medio para integrales

Este importante teorema da respuesta a la pregunta : ;Es posible calcular el valor
promedio de una funcién sabiendo que, en general, ella tiene una cantidad infinitamente
grande de valores diferentes? Consideremos una funcién continua y = f(x), a < x < b. Si
dividimos el intervalo [a,b] en n subintervalos de longitud Az = (b — a)/n y elegimos los
puntos x1,...x, en los intervalos sucesivos y calculamos el promedio aritmético entre los
numeros f(z1),... f(x,), tenemos:

fle) 4.+ fln)

n

De la ecuacién Az = (b—a)/n, obtenemos que n = (b—a)/Az. Entonces, la expresién
anterior la podemos escribir de la siguiente manera:

fla) +. . 4 flan)  Ax[f(z1) + ...+ fzn)]
b—a

b—a
Nz
1

= m[f(gr:l)Agr: + ...+ f(zn) Az
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Si aumentamos la cantidad de subintervalos, podemos calcular el valor promedio de
una gran cantidad de valores de f, pero siempre una cantidad finita.Para pasar a una
cantidad infinitamente grande que cubra todos los valores de f, debemos usar el concepto
de limite y obtenemos:

Zf(xl)Ax S lim Zf(xl)Ax
i=1 i=1

b—an—oo

_ bia /abf(m)d:c.

Utilizando la definicién de la integral de Riemann.Esto nos permite definir el valor prome-
dio de f en el intervalo [a,b] como :

i 1
nLI& b—a

?:bia/abﬂx)dx.

Asi, hemos logrado contestar la pregunta inicial, pero ahora surge otra inquietud:
jexistira algin numero ¢ tal que la funcién evaluada en ese numero sea igual al valor
promedio de la funcién, es decir, f(c) = f? el siguiente teorema responde a tal inquietud.

Teorema 3.2.3 Teorema del Valor Medio para integrales
Sea f : [a,b] — R una funcién continua, entonces existe ¢ € [a, b] tal que

b
[ s = 10 -a).
Al niimero f(c) se le llama valor promedio o medio de f en [a,b].

Demostracién:
Como f es continua en el intervalo cerrado y acotado [a, b], el teorema de Weiersstras
asegura que ella alcanza su valor maximo M y su valor minimo m. asi, tenemos que:

m < f(x) < M.

Usando la propiedad 5 del teorema 3.2.1, tenemos que:

b
m(b—a) < / flx)dx < M(b—a).

Lo que implica que,
1

b
mfm/a f(z)dz < M.
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Como la funcion f es continua, el Teorema del Valor Intermadio asegura que su recorrido

1 b
/ f(x)dx es elemento del recorrido de f. Es

es [m, M], por lo tanto el nimero

b—a
decir, existe ¢ € [a,b] tal que

bia /abf(m)d:c. m

Definicién 3.2.4 Si f es una funcién integrable sobre el intervalo [a,b], a < b, entonces

se define el numero )
/ f(m)dx:—/ f(x)dx.
b a

Observacion 3.2.5 Como consecuencia de la def 3.2.4 haciendo a = b, obtenemos:
| t@ds=- [ f@)a,

/aaf(a:)dac:O.

fle) =

por lo tanto,

Ejercicios resueltos

1. Use los ejercicios resueltos 9 y 10 de la secciéon 3.1, para demostrar que:

b
/xkdx:—l <bk+1—ak+1); a<b
a E+1

Solucion: Caso 1:0 < a < b.

b a b
/ idr = / 2 dx + / ¥ da; usando propiedad 6.
0 0 a

bk+1 ak+1 b
= + 2Fdx
a

k+1 k+1
bk+1 ak+1

b
1 impli : kdy = -
0 que 1mplica que /ax X ] ]

Caso 2: a<b<0
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0 b 0
/ arde = / Fdr + / aFdz; ( usando propiedad 6.)
a a b

ak—l—l b k+1
— = / zFdy — Pl Por lo tanto, se obtiene la férmula buscada.
a

Caso 3: a<0<bd

b 0 b
/ e = / 2 dx +/ ¥ dz; usando propiedad 6.
a a 0

akJrl bk+1

e A |

En general, tenemos que:

b
1
/a i = Pl (B — kY a<b

2. Deduzca que el valor absoluto de las integrales de seno y coseno son positivas y estan
acotadas por la longitud del intervalo de integracion.

Solucién: Las funciones senx y cosx son continuas, por lo tanto integrables en
cualquier intervalo cerrado y acotado. Como |senz| < 1,|cosz| < 1, usando la
propiedad de acotamiento de la integral, propiedad 5, se tiene que:

b
/ sen xdx
a
b
/ cos xdx
a

3. Demuestre que:

b
/ arctan xdx
a

1 41 1
) < | Zdz<=
) 4_/3xx_3

0 < < (b—a)

0< <(b—-a), a<hb.

a) 0< <

| N

(b—a), a<hb.
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Solucién:

a) f(x) = arctan z es continua por lo tanto su integral existe en cualquier intervalo
[a,b]. Ademds

@l <3,

b
/ arctan xdx
a

1 1 1
b) 3 <z <4, implica que 1 < =< 3" Por lo tanto,

X
/4dx /4dx 4 dx
— <[ =< | =
3 4 3 T 3 3

dzr <

Por lo tanto,

0< <S0-a)

Es decir:

W =

SN

4
</
3

4. Verifique, sin calcular la integral, que:

=
< <
- 0 $+5_

x € [0, 3]. entonces se tiene,

FN-

ool w
ol w

1
Solucién: Sea f(x) = 5
x

1
r+5

f’(m)=—< >2<0,x€[0,3].

Asi, tenemos que f es decreciente.

1
f es decreciente [0,3]. Como f(0) =1/5, f(3) = iy tenemos que

, para todo z € [0, 3].

Luego, en virtud de la propiedad 4 concluimos que

1 /3 dx 3
—.3< < —.
8 - 0 x+5_5
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5. Verifique que el valor promedio de la funcién f(x) = = en [a,b] es el punto medio
del intervalo.

Solucién: Segun el teorema del valor medio para integrales, teorema 3.2.3, el valor
promedio de f en [a,b] es

b
7:biméf@””

Usando el valor de la integral, segiin ejemplo 1, tenemos:

1 1 22" 11 b
f= 5 / xdr = x—] =3 (b*—a?) = ato_ punto medio de [a, b].

6. Sea f:[—1,1] — R una funcién derivable y tal que

[ swir= [ s

a) Aplique a cada integral por separado el Teorema del Valor Medio para integrales
y deduzca que existen uy v € [—1,1] talque —1 <u <0 <v < 1ly f(u) = f(v).

b) Aplique el Teorema de Rolle para demostrar que existe ¢ € [—1,1] tal que

f'le) = 0.
Solucién:
0
a) Existe u € [-1,0] tal que /_1 f(x)dx = f(u)(0— (—1)) = f(u).
1
Existe v € [0,1] tal que /0 f(z)dz = f(v)(1—=0) = f(v).

1 0
Como/0 f(z)dz = /1 f(x)dx implica que f(u) = f(v).

b) Aplicando el teorema de rolle en el intervalo I = [u,v], tenemos la existencia
de un nimero c¢ € [u,v] tal que :

v) — f(u
v—u
b
7. Justifique por qué la integral [z] dx, existe a pesar que la funcién es discontinua.

a
;,Cuantas discontinuidades tiene? ;Cudl es el valor de la integral?
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Solucién: La funcién parte entera es discontinua en los nuimeros enteros. Asi, ten-
emos que los tinicos puntos de discontinuidad de [z] estén localizados en los enteros
contenidos en el intervalo [a, b], los que constituyen una cantidad finita de discon-
tinuidades, por lo tanto, podemoa aplicar el teorema 3.1.20.

Sean 71 < x9 < -+ < x, los puntos de discontinuidad de f en [a,b]. En cada inter-
valo [z;, x;41] el valor de la integral es x;, ver ejercicio propuesto 1 de la seccién 3.1.
Asi, el valor de la integral sobre [a, b] es:

/abf(x)dm:/aml[x]dx+/:2[x]dw+_.._|_/;:[m]dx+/xi[x]dw

=(x1—1)(x1 —a)+z1+x2+ ...+ 2p_1 + xp(b—xp).

8. Calcular las siguientes integrales senialando claramente las propiedades usadas:

/05[x]dx, /221[95] i /Z[m] da.

Solucién:

a) Usando la propiedad de particién del intervalo de integracién y el ejercicio 7,
tenemos:

/05[x]dx = /Ol[x]dx—i-/IQ[JC]dx—G—/23+[m]dx/34[x]dx+[15[x]dx

=0+1+2+3+4=10.

b) Usando la propiedad de particién del intervalo de integracién y el ejercicio 7,
tenemos:

6,1 3 4 5 6 6,1
/ [x]dx:/ 2dm+/ Sdm—i—/ 4dx—|—/ 5dx+/ 6 dx
2,3 2,3 3 4 5 6

=2.0,7+3+4+5+6-0,1=12+2=14.

/Z[m]dx - /;(_5)d:¢+/;3 —4dx+/;2(—3)dz+/:(—2>dz+/01(—1)d“

1 2 3 3,4
+/ Odm—i—/ 1dx—|—/ de—i—/ 3dxr =
0 1 2 3

= —5(0,7)—4-—3-2—1+1+2+3-0,4
= —7—3754—1,2:—9,3
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Demuestre que dos funciones integrables que difieren en un punto tienen la misma
integral sobre un mismo intervalo.
Solucién: Sean f, g funciones integrables en [a, b] tales que f =g en [a,b] — {c}

y fle)#g(c) .

Sea h = f — g, entonces
{0 si z € la,b],x#c
10 =g 0
= } es integrable por las propiedad 1 y 2.

» Si h(c) > 0, calculamos la integral mediante su integral inferior y obtenemos
que

/a ’ h(z)dz = 0.

» SiA(c) <0, calculamos la integral usando la integral superior y obtenemos que
b

/ h(z)dz = 0.

a
Entonces,

/abh(a:)da: =0= /Ob(f(ar) —g(x))dx = /abf(a:)da: - /abg(x)da: 0

Por lo tanto,

Encuentre una féormula general para la integral de un polinomio.

Solucién: Sea p(x) = a,z™ + Ap_12" 1+ ay_02™" 2+ -+ ajx+ ap un polinomio de
grado n. Por ser una funcién continua sobre R, es integrable en cualquier intervalo
[a,b]. Para calcular su integral usaremos el teorema 3.2.1 y el ejercicio resuelto 77
de esta misma seccion.



3.2.  PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DE RIEMANN

465

b b
/ p(z)dr = / (anx™ + 12" N ap_ox" 2+ ayz + ap) dzx
a a

b b b b
:/ anx"dm—i-/ an_lx"_ldx+---+/ alxdx—i-/ ap dr
a a a a
b b b b
:an/ x"dm—{—an1/x"_1dac—|—-~+a1/xdm—|—a0/ dx
a a a a

11.
que
Solucidn:
fla,b] =
12.

Si f es continua y fl

P i T ™ b T2 b
—ann+1a—i—an_l;a—i—...—&—al?a—i—aox
:a—n(bn+1—an+1)+%<b"—a">+,__+a

n+1 nl 2

bia/abf(x)dx

fle, b].

—a*) +a(b—a).

Si f[a,b] representa el valor promedio de f en el intervalo [a,b] y a < ¢ < b, demostrar

Definicién valor promedio de una funcién continua

1 c b
T a {/ f(z)dx +/ f(x)dx} , Prop.Integral de f continua
—a a c

bfa/cf@)d“%/bf(a:)dx

ai /f d“b /f
c—a)(b—a) —¢)(b—a)
c—a

b—a c—a

C— a—

b—a

Tlacl + b—f[c bl

una vez, en el intervalo [1 3].

Solucién:

x)dx = 8, demuestre que f alcanza el valor 4, cuando menos
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Como f es continua, utilicemos el Teorema del Valor Medio:
b
| t@de = )b -a)

3
Af@m=f@0
] —

fle)-2
= f(c) = 4.

Esto nos indica que existe, por lo menos, un punto ¢ en [1,3] tal que la funcién f en
ese punto alcanza el valor 4.

Nota: Es facil comprobar que el valor promedio de la funcién f es 4. Luego tenemos
que:

Ejercicios propuestos

1.

Analice la existencia de 0
/ (2% — 3[2] + 82°)dx
-2

a) Calcule explicitamente la funcién g(z) = [z?], en [-1, 1].

b) Deduzca que g es integrable en [—1, 1].

1
c) Calcule/ g(x) dz.

-1
a) Calcule explicitamente la funcién g(z) = [23], en [-1, 1].

b) Deduzca que g es integrable en [—1, 1].

1
c) Calcule/ g(x) dx.

-1
a) Calcule explicitamente la funcién g(z) = [senz], en [—27, 27].

b) Deduzca que g es integrable en [—2m, 27].

2
c¢) Calcule / g(x)dx.

—2m

a) Calcule explicitamente la funcién g(z) = [cosz], en [—-27, 27].
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Deduzca que g es integrable en [—27, 27].

2
Calcule / g(z) dzx.

—27

Calcule explicitamente la funcién g(z) = signo de

Deduzca que g es integrable en [—1, 1].

1
Calcule/ g(x) dz.

-1
Calcule explicitamente la funcién g(z) = signo de

Deduzca que g es integrable en [—1, 1].

1
Calcule/ g(x) dx.
~1

Calcule explicitamente la funcién g(z) = signo de

Deduzca que g es integrable en [—27, 27].

2m
Calcule / g(z) dx.
—2m

Calcule explicitamente la funcién g(z) = signo de

Deduzca que g es integrable en [—27, 27].

2
Calcule / g(z) dzx.

—27

x? en [—1, 1].

23, en [-1, 1].

senz, en [—27, 27].

cosz, en [—2m, 27].

Considere f : [0,1] — R, tal que f es continua y acotada, donde:

)
b)

1/2

| s =3

. /1 flx)dx =1
1/4

1
Determine / f(x)dx
0

Determine f]0, 1]

467
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3.3. Teorema Fundamental de Calculo

Como hemos visto en la secciéon 3.1, calcular integrales usando la definicién puede
ser extremadamente complicado y, a veces, imposible. El teorema que proporciona una
manera de calcular integrales es el que estudiaremos en esta seccién. Su fuerza radica en
establecer, bajo ciertas condiciones, una relacion entre la derivada y la integral.

Si f: [a,b] — R es una funcién integrable entonces, ella es integrable en los subinter-
valos [a, z] , para todo x € [a,b]. Luego, tiene sentido la siguiente definicién,

F(z) = / " F(s)ds.

F resulta ser una funcién con dominio [a,b] y en los extremos del intervalo toma los

b
valores: F'(a) =0, F(b) = / f(s)ds. Llamaremos a F' la funcién integral de f.

Teorema 3.3.1 Teorema Fundamental del Calculo
Sea f :[a,b] — R integrable y F': [a,b] — R la funcién integral de f. Si f es continua en
xg € [a,b], entonces F es derivable en 2o y y F'(zg) = f (o).

Demostracion: Seae >0y a < xg < b. Como f es continua en x( existe § > 0 tal que
para |z — xg| < ¢ se cumple |f(z) — f(xo)| <e,y para0 < h <§

/ ) J
f(s)ds — f(s)ds
oot M= FlZ0) _ i) = |4 e~ f(a0)
zo+h a
/ f(s)ds + / £(s)ds
_ | Lo — ~ f(zo0)
xo+h zo+h zo+h
/ f(s)ds / f(s)ds—/ f(xo)ds
- [ — )| - -
zo+h xo+h
[ fads [ 156 - fa)lds
— 0o < 0
h - h

IN
I
™
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Andlogamente, si —6 < h < 0

F(x h) — F(x zo+h
2t BT st = | [ 0060 - stanas|
gl [ 0 = s
=%1/i5ﬂ@—ﬂ%»@
[ 16 = ao)las
< zo+h
: ]
eds
/xo-i-h o 6(_h) _
ST T
Por lo tanto para 0 < |h| < 4 vale
F““”Z‘F““—ﬂm><g

Esto es,
F(QZQ + h) — F(xo)
h—0 h

= f(xo) = F'(z0). W

Teorema 3.3.2 Regla de Barrow
Sea f : [a,b] — R continua y g : [a,b] — R una funcién tal que ¢'(x) = f(z), entonces

b
L/fmwx:mw—a@

Demostracién: Sea F(z) = / f(s)ds. Como f es continua en [a,b] entonces , usando
el Teorema fundamental del Célgulo, tenemos que F' es derivable en [a,b] y F'(z) = f(x),
x € [a,b].
Por lo tanto, F'(z) = ¢'(z) V& € [a,b] y luego F(z) =
Asi, F(a) = g(a) + ¢ y como F(a) = 0, entonces —g(a
@) — ala). ] )
Asi para todo z € [a,b] se tiene / f(s)ds = / g (s)ds = g(x) — g(a). B

g(z) +c
) = ¢. Concluimos que: F(z) =

Definicién 3.3.3 Una funcién g : [a,b] — R tal que ¢’'(z) = f(x), para todo z € [a,b] la
llamaremos una primitiva de f.
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Observacién 3.3.4 En general una funcién f : [a,b] — R puede o no tener una primitiva.

xT
Pero, si f es continua entonces tiene primitiva dada por F(z) = / f(s)ds.
a

22 2x

Ejemplo 3.3.5 1. f(z)=u=, g(x) = ~ esuna primitiva pues ¢’'(z) = 5 =
3 3 2
2. f(z) =22, g(zx) = % es una primitiva pues ¢'(z) = % =22
n+1 1 n+1
3. f(z)=2a", g(x)= §+ 7 ©s una primitiva pues ¢'(x) = % = g™,
b
b n+1 bn+1 _ n+l
Asi, / dg = Z = ¢
a n+1 n+1
a
4. f(z) =sen(z), g(x) = — cos(x) es una primitiva pues ¢’(x) = sen(z).

b

= cos(a) — cos(b).

/a b sen(z)dz = — cos(x)

a

En particular,

/0 sen(z) = cos(0) — 008(5) =1

El célculo de primitivas se vera en detalle en el capitulo 4. Una aplicacién importante
del Teorema Fundamental del Célculo es la definicién de la funcion logaritmo natural que
veremos en la secciéon 3.4.

Ejercicios resueltos

1. Calcule:
d b
a) a/a f(x)dx
b
b) %/ f(s)ds

0) % /:f(s)ds.
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Solucién:

a) Como / f(z)dz es un nimero, su derivada vale 0.

b
b) Sea F(z) = / d(s)ds = / f(s)ds. Usando el Teorema fundamental del

Calculo, tenemos:
-2 / £(s (@).

¢) Sea F(z / (s

2. Calcular F'(x) si
a) F(z) :/ senv/1+ cost dt
0
b) F(x)= / uf(u)du ; f funcién integrable en R.
0
¢) F(z)= / xf(t)dt ;f funcién integrable en R.
0
d) F(z)= / xy/sen?(z + cost)dt
0
1
e) F(x)= / 2®/sen?(t + cost)dt
0
100 /2
f) F(z) = 1022 +/ L
0

sen(sen t)

100 2
t
9) F(m):10x2+/ LR g
0

sen(sen t)

g(z)
h) F(x)=F(1) +/ f(t)dt, donde f es continua y g derivable y g(1) = 1.
1
1.2

i) F(z)= \/E—i—/l cos(t* sen t)dt
j) F(z)= /Ox [/Ozf(t)dt] dz; f continua;

h(x)
k) F(x)= / f)dt ;f continua; g y h derivables en R
9(z)
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r 1

7dt>
l) F(x) =400+ /</10 1 +sen?t sen(sent)dt

1

Solucién:

a) F'(z)=sen(y/1+ cosz)
b) F'(x) =xf(x)

x
¢c) Flzx) ==x- / f(t)dt, pues x es independiente de la variable de integracién

0
t.Debemos usar la férmula de derivada de un producto y el teorema Fundamen-
tal del Céalculo.

F'(z) = /OJ: f)dt+x- f(z).

F(z) = / x - /sen?(z + cost)dt = x - / | sen(z + cost)|dt
0 0

x
=2x- / | sen z cos(cos t) + cos z sen(cos t)|dt.
0

» Si|senx cos(cost)—+cosxsen(cost)| = senx cos(cost)+coszsen(cost). En-
tonces:

xT xT
Flx) =z / sen x cos(cos t)dt + x - / cos x sen(cos t)dt
0 0
x x
=x-senx - / cos(cost)dt + x - cosx - / sen(cos t)dt.
0 0
Por lo tanto,
T x
F'(z) = senx - / cos(cost)dt + x - cos:z/ cos(cos t)dt
0 0
x
+x - senx - cos(cos ) + cos x/ sen(cost)dt
0
xT
—rsenx / sen(cos t)dt + x cos x - sen(cos x)
0

» Si|senzcos(cost) + coszsen(cost)| = —[senz cos(cost) + cos z sen(cos t)].
Entonces: F’(z) es el inverso aditivo del valor obtenido en el caso anterior.
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1
(x ::c3/ vsen?(t + cost)dt
(z) / V/sen?(t + cost)dt

F'(z) = 20z

100 2
t
F/(z) = 20z + / _senit”
o sen(sent)
Si definimos h(s / f(t)dt, entonces podemos escribir:

F(z) = F(1) + h(g(z)).
Por lo tanto,

F'(z) =1 (g(z)) - ¢'(x) = f(g(2)) - ¢' ().

F(x) =z + /J»‘ cos(t? sent)dt.

Para calcular la derivada del segundo sumando de F', usamos el ejercicio ante-
rior.Asi, obtenemos:

+ cos(z* sen z?) - 2z.

F'(z) =

Fla) = /0 (/0 f(t)dt> dz

Si definimos h(z) :/0 f(t) entonces, F(z ):/ h(z)dx.

Por lo tanto,
0= [ s
(&

h(z) h(z)
F(a) = / ICIE / RS / F(t)t

Sea S(z) = /cf(t)dt =— /Z f(t)dt, entonces S'(z) = —f(2).
SiT(r) = /T f(t)dt, entonces T'(r) = f(r).

er—l
-
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r 1
([, o)
l) F(x) =400+ / 10 L sen sen(sent) dt.

1

r 1 1
Sea h(x) = ———dt, ent N(r) = ———-—.
ea h(x) /10 T sonZ (0 entonces (x) T

h(zx)
F(z) =400 + / sen(sent)dt
1

Sea S(z) :/ sen(sent)dt, entonces S’(z) = sen(sen z).
1
Asi,

F(z) = 400 + S(h(z))
F'(z) = §'(h(x)) - W (z) =
1

= sen(sen h(z)) - T son?a’

3. Use el Teorema Fundamental del Calculo y el Teorema de la Funcién Inversa para
resolver los siguientes ejercicios, los que deben ser resueltos sin calcular las integrales.

1
a) Dado F(:l?):/1 Zdt;

1) Determine el dominio de F'.

2) Justifique la existencia de F’ y calcilela.

3) Deduzca que F' es inyectiva.

4) Justifique la existencia de F~1 y (F~!)". Calcule (F~1)" en términos de
F-1

Solucién:

1
1) Para que F esté bien definida la funcién n debe ser al menos acotada en el

intervalo de integracién, por lo tanto = sélo puede tomar valores positivos.
Asi,
D(F) =]0, 4+o0].

1
2) Como 7 8 continua, el Teorema fundamental del Calculo dice que

F(a) = ~

T .
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3)

1
Como F'(x) = —, tenemos que la derivada de F es positiva en todo su

dominio, por la tanto la funcién F es estrictamente creciente. Luego, es
inyectiva.

El analisis hecho en los itemes anteriores demuestran que se cumplen las
hipotesis del Teorema de la Funcién Inversa. Entonces F~! existe y es
derivable. Su derivada es:

(Ffl)/(x) = F/(Fll(m)) = i — Ffl(x).

Esto nos dice que la derivada de F~! es ella misma.
1

b) Dada F(z) = ——dt
) Dada Flo) = | 5

—_

w N
~— O — —

N

Determine el dominio de F
Justifique la existencia de F’ y calculela.
Deduzca que F es estrictamente creciente.

Justifique la existencia de F~! y (F~!). Calcule (F~!) en términos de
FL

Solucidn:

1)

2)

Como la funcién f(t) = es continua en cualquier intervalo [0, z] con

1
1+¢2
x € R, la integral de f(t) existe y F' tiene como dominio R .

El Teorema fundamental del Calculo dice que F' es derivable y que

1
F = —.
(@) 1+ 22

Del item anterior podemos deducir que F'(z) > 0 para todo z € R. Por
lo tanto, la funcién F' es estrictamente creciente, luego es inyectiva.

Asi, ella puede ser invertida sobre su recorrido. Es decir existe F~1. El
Teorema de la funcién inversa asegura que esta inversa es derivable y que
su derivada es:

1+ (F-1(z))?

4. Sea f una funcién derivable de R en RT, continua tal que f(0) =1y f'(z) = f(z),
para todo x.
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Demuestre que:

Demuestre que es inyectiva.

1
¢) Demuestre que (f~1)(z) = =
T
"
d) Demuestre que f_l(m) :/ ;dt
1
Solucion:

xT x
Usando la Regla de Barrow, tenemos:/ ft)dt = / f(t)dt = f(z) — £(0).
0 0
f'(x) = f(z) > 0 para todo =z, implica que f es estrictamente creciente, y por
lo tanto, es inyectiva.

Por Teorema de la Funcién Inversa , existe f~!(z) definida sobre el recorrido
de f, es derivable y su derivada es:

I
—~
s

L
SN—
—

3
SN—
|
—~
~

L
N~—
—

—
SN—

I
—~
~

L
SN—
—

3
SN—

/lm %dt = /lx(fl)’(t)dt

Hemos usado que f(0) = 1 lo que es equivalente a que f~1(1) = 0.
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3.4. Las funciones logaritmo natural y exponencial
3.4.1. Definicion y propiedades de la funcién logaritmo natural

1
La funcién f(t) = r con t > 0 es continua, por lo tanto para cualquier z positivo

* ]
/—dt
Lt

Por esta razon tiene sentido la siguiente definicion:

existe el nimero:

Definicién 3.4.1 Dado z positivo llamaremos logaritmo natural de x al ntimero:

y lo denotaremos por In .

1. D(f)=R".
2. Signo de f:
= Siz > 1, entonces Inx > 0.

1

1 1
= Si0<x <1, entonces lna::/ Zdt:_/ ;dt<0.
1 T

1
1
m Siz =1, entonces Inl= / ;dt =0.
1

Inr=0<=z=1.

3. Inz es continua en todo su dominio, como consecuencia del Teorema Fundamental
del Calculo.
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d 1
4. Inz es derivable y — Inz = —.
dx x

x
En efecto, el Teorema Fundamental del Célculo asegura que la funcién / zdt es
1

1
derivable en cada x y que su derivada es —.
x

5. Inx es estrictamente creciente.

d 1
Como T Inz = = y x es positivo, f'(z) > 0 para todo z € RT. Por lo tanto, f es
T T

estrictamente creciente.

6. Inz es céncava.

flz) =Inz
1
fw =1
1 T
f"(z) = —— <0, para todo z € R*
x

Ejemplo 3.4.2 1. Encuentre el dominio de:

a) In(lnz)

b) In(vx —3)
¢) In(vz—-3++5—ux)
Q) n|itE
1—2
Solucion:

a) Si h(x) = In(Inx), entonces considerando que el logaritmo estéd definido sélo
para nimeros positivos tenemos que:

Dhh)={zeR:lnx>0}=|1, +oo[.
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b)

2. Calcule la derivada de In T

El dominio de In(v/x —3 estd formado por los nimeros reales tales que

va —3 > 0. Es decir,

{reR:z>3}.

La expresién In(v/z —3 4+ /5 —z) define un nimero real cuando vz — 3 +
V5 — x es positivo. Por lo tanto, basta que se cumplax—3 >0y 5—x>0.
Asi, tenemos que el dominio de la funcién es:

3, 5].

Como el argumento de logaritmo estd en valor absoluto, sélo debemos evitar
los valores de x que anulan el numerador y el denominador. El dominio de esta

funcién es

{zreR:(1+2)#0(1—2)#0}=R—{-1,1}.
1+

Usando la Regla de la Cadena, tenemos:

1+z 1+
d<1n1_x> _ 1 d<1—x)
dz T 1l+a dx
11—z
_ 1—m.((1—:n)—(1—|—x)-(—1)>
1+ (1—x)?
_ 2
1 -2

3. Analice el dominio y el signo de la funcién: In(z + v/1 + z2).

s Dominio = R. En efecto:

1+ 2% > 2? > 0;para todo z € R.

Por lo tanto,

V1+2z2> Va2 >0;para todox € R.
V1422 > |z| ;para todo z € R.

Esto implica que

x+ V1422 >+ |z] >0;para todo x € R.
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m Ceros y signo de la funcion

In(z+V1+22)=0 < z+V1+22=1

—= Vi+a?=1-z
—= 1+22=(1-2)?
— v=0.

Asi, vemos que la funcién tiene un tinico cero en z = 0 y es positiva sobre R,
yaquesi >0 entonces z++/1+ 22 > 1. En cambio, cuando x < 0 tenemos
que 0 <z ++V1+ 22 < 1, lo que implica que la funcién es negativa sobre R~

Propiedades aritméticas del logaritmo
Teorema 3.4.3 Si a,b € RT entonces,
In(ab) =Ina + Inb.
Demostraciéon: Usando la regla de la cadena, podemos calcular la derivada de la

compuesta In(a z):

1 d a
o In(a x) = Ea(ax) =—=_; a constante
Esto quiere decir que Inz y In(a ) tienen la misma derivada, entonces:
In(az) =Inz +c (3.1)
Para calcular ¢, evaluamos la ecuacién (3.1) para = 1 y nos queda:
Ina =1In1l+ ¢ lo que implica que Ina =c¢

Asi, la ecuacién (3.1) queda como:

In(a ) = Inx+Ina, cualquiera sea . Si hacemos x = b, obtenemos la férmula buscada.

‘ In(ab) =Ina+1Inb (3.2)

Corolario 3.4.4 Si a € RT, entonces

In—=-1na
a
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Demostracion:

Corolario 3.4.5 Sia,b € R, entonces

In (%) =lIlna—1Inb

Demostracion:

ln(%) :ln<a-%> :lna—&—ln%

=Ina—1Inbd
[ |

Corolario 3.4.6 Sia > 0, r € Q,, entonces:
In(a") =rlna

Demostracion:

d r _ 1 r—1 __ fl_r _
a(ln(m ))—;mc =rx —x—dm(rlnx)

Esto nos dice que Inz" y rInx tienen la misma derivada, por lo tanto ellas difieren en
una constante. Asi,

Inz" =rlhz+c

Evaluando en z = 1, se obtiene que ¢ = 0, por lo tanto

Ina" =rlna
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Corolario 3.4.7 Inx no es acotada superiormente:

Demostracién: Como Inz es estrictamente creciente, entonces 2 > 1 = In2 > 0. Esto
implica que lim In2" = lim nln2 = +oo.
n—-+00 n—-+o0o

Dado M > 0 existe N € N tal que

2V > M

Como nos interesa el comportamiento de Inz cuando x — +oo, entonces si

z > 2N
se tiene que Inx > In oN > M

Por lo tanto, Inxz — +oc.

Asi, como Inz es creciente tenemos que:

Iim Inxz = +o0

T—+00
[
Corolario 3.4.8 Inx no es acotada inferiormente y lim Inx = —oo
z—07t
Demostracion:

1
» Usando y = — tenemos que y — +oo & x — 0T
x

Asi,
) ) 1 ) )
lim lInz = lim In <—> = lim —Iny=— lim Iny
z—0t y——+o0 Yy y—+o0 y—+00
= —00
lim Inz = —o0
x—07t
» Rec(Inz) =] — 00, +oo[=R

s Gréfico de Inz:
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] | /

24

-31/

-5

-6

Figura 3.1: Grafico de Inx

El nimero “e”y la funcién Inx

Recordemos que:

1 n
e= lim <1 + —)
n—-+4oo n

Demostremos que Ine = 1.

, 1
s lim :Uln<1—|——>:1
T—+00 xT

T——400

1
lim zln <1 + —) da lugar a una forma indeterminada de tipo +oo - 0.
x

0
Para usar la regla de L’Hoéspital se debe llevar a una forma (6) .
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n—-+o00 n—-+o0o

1 1\"
= En particular lim nln (1 + —> =1= lim In (1 + —> =1.
n n

Como Inz es continua,

1 n
=In < lim <1 + —) ) = 1, entonces
n—-+00 n

Ine=1

Ejemplo 3.4.9 Determinar el dominio de In(In(lnx)). Si g(xz) = InIn(In ), entonces con-
siderando que el logaritmo estd definido sélo para nimeros positivos tenemos que:

D(g)={z€R:In(lnzx) >0} ={z€R:Inz > 1} =le,+o0.

3.4.2. La funcién exponencial
Las propiedades estudiadas de la funcién logaritmo natural, permiten concluir que
f(x) = Inz es invertible. Por lo cual existe f~!:
y=f"'(z):R—R"

Como Inx es creciente y continua, su inversa también es creciente y continua. Dada
su importancia en el andlisis matematico, recibe un nombre particular, se llama funcién
exponencial de base e o solamente funciéon exponencial, la denotaremos

[ y=expr | (3.3)

Por ser la funcién inversa de In z tenemos las férmulas:

‘ exp(lnz) =z; six >0 y In(expz)=u=z,sizeR.
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En particular se tiene:

1 n
donde e = lim (1 + —>
n

n—oo

Teorema 3.4.10 Si z e y son numeros reales cualesquiera, entonces

exp(lnl) =1 < exp0=1
exp(lne) =e & expl=e

exp(r +y) = (expz)(expy)

485

Demostracion: Sea a = expz y b = exp. Por definiciéon de la funcién exponencial se

tiene que: x = Ina,y = In

Asi, x +y =Ina+ Inb = Inab. Por lo tanto,

exp(x 4+ y) = exp(lnab) = ab = (exp z)(exp y).

Consecuencia:

Inductivamente,

b.

exp(l) = e
exp(2) = exp(1+1) = (exp1)(exp 1)
= ce = e

Por otro lado, tenemos que:

exp(0) =

1
1

exp(—1) =

exp(n) = e

1=¢°

exp(0) = exp(1 — 1) = exp(1) exp(—1)

e-exp(—1)
1

— = 6_1

e

n

Asi, la férmula puede extenderse a los enteros.

En general, escribiremos:

9

neN
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exp(z) =¢€%; z€R

Con esta escritura, el Teorema se escribe
et =e".e% z,yecR
Propiedades de la funcién exponencial e”
Teorema 3.4.11 La funcién

expr =€ :R —RT
tiene las siguientes propiedades:

Es continua.

Es creciente.

No es acotada superiormente.

s lim €% = +oo.
r——00

= lim e =0.
r——00

Es derivable y

—exp ¢ = —e® =¢e”.
T

= Es convexa

Demostracion: En efecto:

= ¢” no es acotada superiormente, si lo fuera:

e’ < M; paratodo z € R
= Ine” <InM
= x <InM, paratodo z € R

= R acotado superiormente .

Esta contradicciéon permite concluir que e” no es acotada superiormente. Ademas,
como e* es creciente, tenemos que

_ 1
Im = lim e*= lim — =0.
T——00 T——+00 x—+o00 et
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= Para calcular la derivada de la funcién exponencial usaremos el Teorema de la
Funcién Inversa:

y = €% es la inversa de Inx, por lo tanto.

@_i _ r 1 1
de  dz- <d_x> ~ dlny) (l) =Y
dy dy Y
= e:l?
= En particular,
d2
E(Bx) :ex >0,

implica que e* es convexa.

20

154
/

104 /

Figura 3.2: Gréfico de e

cim

Ejemplo 3.4.12 Derivar:

1 €8J:—2
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Solucién:

d e o d
%(68 %) =¢® 2%(83:—2)

— 8€8J:—2

9 €f5x+3x2

Solucién:
d d
- <6—5x+3x2) _ 6—5x+3x2% (_5m+3x2)
= (=5 + 6z)e 237,
3. xe®
Solucién:
d
T (xe”) = e® + xe®.
T
4. e
Solucion:
d 9 .2 d 9
dm(ex >_e x@(_x)
= —2xe "
5. e*vV1 —z2
Solucion:
d /., x
_ 1— 2)21 1—72 —e*——
1 (e v T e’/ T e i
e —1
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Solucién:
d (e’ =1\ e’(e"+1)—e"(e" 1)
dr \e*+1) (er +1)2
B 2e*
- (6:1: + 1)2
7. €V$+1
Solucién:

£ o) -

6\/$+1
2V +1

8. 1+ e”.

Solucidn:

T

d e
=1 T — -
dx te 2v/1 4+ ¢e*

Las funciones logaritmicas y exponencial con base cualquiera b > 0

Definiremos el nimero log, x mediante la férmula:

Esta igualdad vale sélo cuando b > 0: y b # 1.

Esta funcién, por ser el producto de Inx por la constante b cumple esencialmente con
n

las mismas propiedades que In x.

Propiedades de la funcién log, x

= Dom logyx =R"
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= Sib>1,Inb >0y por lo tanto: log, x es estrictamente creciente y

lim logyx = 400, b>1

T—+00
lim logy x = —oc0, b>1
z—0
HI_P logyz = —o00, si0<b<1
Si0 < b < 1;Inb < 0, entonces logy, x es decreciente y h’m+ log, 7 — 400, si0<b<l
z—0
d . 1
. —logpr = —+—
dz O8b (Inb)x

Demostracion: Se deja de ejercicio.
Teorema 3.4.13 1. logyu-v = logyu+ logyv
2. logyu™ =nlogyu; neN

1
3. log,— =—1
Ogbv ogy v

4. logy % = log, u — log, v

5. logyu® =xlogyu;z € R

6. Foérmula de cambio base de los logaritmos log, b - log, a = 1
Demostracion: Se deja de ejercicio.

La funcién *,6 > 0

Ahora definiremos la funcién exponencial con base cualquiera positiva, mediante la
siguiente ecuacion:

b* = evlnt (3.4)

Propiedades:
[ ] bO = 60 = 1

= b= =,

1

—x _ ,—xlnb _ -
=b =¢€ T erlnd T pz”
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s DY — e(x-l—y)lnb _ 6aclnb—‘,—ylnb _ ea:lnb X eylnb — bT . by,

» El Dominio de b* es R y su recorrido es R

= b” es una funcién continua

400 si b>1

= lim ¥=¢{ 0 s 0<b<l1
peo 1 si b=1
0 si b>1

s lim ¥ ={ 400 si 0<b<1
e 1 si b=1

= La funcién b* es derivable, y se tiene:

d
;Em:ammﬂ“:am%x

—b* = (Inb)b*
o7 = (Inb)

Figura 3.3: Gréfico de b*; con 0 < b < 1
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Figura 3.4: Gréfico de b®; con b =1

Figura 3.5: Gréfico de b®; con b > 1

Ejemplo 3.4.14 1. Derive las siguientes funciones:

s 2107,
Solucion:
d
o (x10%) = 10" 4+ x - In(10) - 10*
= 10* (1 + = 1n(10))
bz
Solucion:
4 (b”CQ) — Inb- b 2
dx

= (2Inb) zb*

w bO2b.
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Solucién:
d r b\ __ d T b T d b
dm(bx) N dm(b)'m o dm(x>
= (Inb)b%z” + b%bxb~!
— (hl b)bmﬁﬂb + b:lH*l‘,Ebfl
1-10*
14102
Solucion:
i <1 — 10m> B —In(10)10* (1 4+ 10*) — (1 — 10*) In 10 - 10*
= In(10) - 10" (1 + 10 + 1 — 10%)
(14 107)?
B —21In(10)10*
(14 10)
2T —277%
—
Solucion:

d (20 —27° 1 _
— (T) = 5(2ﬂﬁln2+2 ?In2)

= IDTQ (2 +277)

3.4.3. Aplicaciones de la funcion exponencial:

Los materiales radiactivos se descomponen a una razén que es proporcional a la canti-
dad de material presente en cada momento. Esto significa que si y = y(t) es la cantidad de
material radiactivo en el tiempo ¢, entonces la funcién y satisface una ecuacién diferencial
de la forma:

dy

(1) =Y donde 7 es una constante negativa
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La ecuacién (1) se llama ecuacién diferencial porque ella involucra la derivada de una
funcién desconocida y = y(t).Resolver la ecuacién diferencial es encontrar una funcién que
satisfaga la ecuacién.

Bajo ciertas circunstancias, poblaciones de animales o de bacterias pueden considerar-
se que crecen a una razén que simpre es proporcional al niimero presente. En este caso, el
tamano y = y(t) de la poblacién en tiempo ¢ satisface una ecuacién diferencial de la forma
(1) con una constante positiva 7.

Teorema 3.4.15 Para una constante r, las soluciones de la ecuacién diferencial.

dy
1 _— =
(1) 7=
son de la forma:
(2) y = Ce

donde C' es una constante arbitraria.

Demostracién: Siy = Ce™,

dy _ d rt] rtd _ rt __
I _dt[Ce |=Ce dt(rt)—rCe =ry

Con esto hemos demostrado que y = Ce" es solucién de la ecuacién (1). Pero ,;Son
todas sus soluciones de esta forma? Es lo que veremos ahora.

Si y es una solucién de (1), entonces:

d —rt _ —rtdy d —rt __ _—rt dy _
glc Y me Ty tyge T e gy =0

rt

Esto demuestra que ye™"" es igual a una constante C' y nos da (2).

Desintegracion radioactiva: El promedio de la desintegracién radioactiva usualmente
se describe dando la vida media de la sustancia. Este es el tiempo que toma una muestra
en reducirse a la mitad.ll

Ejemplo 3.4.16 Una sustancia radioactiva tiene una media de T" anos, y la cantidad y(t)
en una muestra satisface la ecuacién diferencial

dy
1 _— =
(1) =Y
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, Cémo estan relacionadas las constantes T' y r7.
Solucién: La soluciones de la ecuacién (1) son de la forma
(2)  y(t)=Ce"
Ya que T es la ida media de la sustancia, tenemos que y(t +7T) = %y(t), para todo t.

1
Con la ecuacién (2) esto da Ce™t7T) = 506”. Cancelando Ce™ en ambos miembros de

la ultima ecuacion, obtenemos:

1
(4) T = 50 que es la expresién que
relaciona r y T'.

Podemos escribir la relacién (4) en una forma més conveniente tomando el logaritmo
natural en ambos miembros, obteniendo:

() r=qn (%)

1
Observe que siendo 2 un nimero menor que 1, r es un nimero negativo, como era de
esperar.

Si sustituimos la expresién (5) para la constante r en la férmula (2) para saber que
cantidad de substancia radioactiva estd presente en el tiempo ¢ obtenemos

y(t) = Ce/Dm(1/2)

1

©  win=cg] .

Esta expresién muestra claramente que la mitad desaparece cada T' anos.

Crecimiento biolégico: El crecimiento bioldgico es un fenémeno mas complicado que el
de la desintegracién radioactiva, pues en rigor hay muchos factores - generalmente aleato-
rios - que estan influyendo, los cuales son dificiles de modelar. Sin embargo, en muchas
situaciones un buen modelo matemaético para el crecimiento biolégico, se obtiene suponien-
do que la razoén del crecimiento es proporcional al tamano, y podemos estudiar tal modelo
usando la ecuacién diferencial (1).
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Ejemplo: Si la poblacion del pais es en el 2002 de 15 millones de habitantes y la razén
instantdnea de crecimiento fuera en cualquier momento del 3% . ;Cudl serd la poblacién
en los siguietes 50 anos?

Solucién: Sea t el tiempo medido en anos y P(t) la poblacién del pais en el tiempo ¢,
medida en millones. Tenemos que:

dP
— =0,03 P(t
=003 P(1)

P(2002) = 15 millones.

Las soluciones de esta ecuacion diferencial son:

P — 03t
y el dato inicial de P(2002) = 15 nos sirve para determinar la constante C'.
C = 156_0’03(2002)

Por lo tanto P(t) = 15¢0,03(6—2002)

En el ano 2.052 la poblacién serd igual a P(2,052), es decir,

0:03(2,052-2002) _ 15,0,03(50) _ 15,15 illones

15e4° ~ 67,2255 millones

3.4.4. Las funciones hiperbdlicas

Las funciones hiperbdlicas que son ciertas combinaciones de la funcién exponencial

¥ aparecen en muchas aplicaciones.

(&

Definiciéon 3.4.17 Se definen las funciones seno hiperbdlico, coseno hiperbdélico, tangente
hiperbdlica y cotangente hiperbdlica por las respectivas férmulas:

X —T X —X
e’ —e e’ +e
senhz = ———, coshy = ——
2 2
T —X T —X
e’ —e e’ +e
tanhy = —— cotanhy = ——

er 4+ e’ er —e T
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1 2 1 2
sech x = = , cosech x = = .
coshz eT+4e 7@ senhxz e¥ —e 7

Todas ellas estan definidas para todo x en R, excepto la cotanh z y la cosech x
que no estan definidas para x = 0.

La relaciéon fundamental de estas funciones y que, en parte, justifica su nombre es:

cosh? z — senh %z = 1 (3.5)

La cual puede verificarse mediante un calculo directo. Si escribimos:
x = cosht, y= senht, larelacién (3.5) puede escribirse como

22—y =1, (3.6)

lo que nos dice que el punto (z,y) = (cosht, senh t) se mueve a lo largo de la hipérbola
(3.6), cualquiera sea el valor de t € (—o0,00).

Las funciones hiperbdlicas satisfacen algunas propiedades al estilo de las trigonométri-
cas como veremos en los siguientes teoremas.

Teorema 3.4.18 Teorema de adicidn.

cosh(a + b) = cosh a cosh b + senh asenh b

senh (a + b) = senh a cosh b + cosh asenh b.

Demostracion:

a+b —(a+b) asb —a,—b
cosh(a +b) = c +26 = ¢ +26 c. (3.7)

Por otro lado:
coshx 4+ senh x = e® ; coshxz — senh x = e~ 7.
Reemplazando estas igualdades con = = a, b, —a,—b en (3.7) se obtiene el Teorema.
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Teorema 3.4.19 Las derivadas de las funciones hiperbdlicas.

d
— coshz = senh z, — senh z = cosh
dx dx
1 d 1
—tanhx = ——— —cothy = ———
dz cosh? 2’ dz senh? x
—sech z = — tanh xsech z, —cosech x = —cotanh zcosech .
dx dx

Demostracion:
Es una consecuencia inmediata de las propiedades de e® y de la derivada en general.

Graficos de las funciones hiperbdélicas.

10+

-10¢F

Figura 3.6: Gréfico de senh x
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Figura 3.7: Gréfico de cosh z

-1F

Figura 3.8: Grafico de tanh x

Teorema 3.4.20 Las funciones hiperbdlicas inversas.

Las funciones hiperbdlicas senh z, cosh x, tanh x, cotanh ,sech x,cosech zx, tienen
inversas que denotaremos respectivamente por:
arcsenh x, arccosh x, arctanh x, arccotanh z, arcsech x, arccosech x.

Demostracion:

1. Del estudio del grafico hemos visto que senh x es estrictamente creciente en todo
R, por tanto inyectiva con recorrido igual a R. Asi, existe su funcién inversa de R
en R. Calculemos su expresion analitica:
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15

10

Figura 3.9: Gréfico de coth z

-4 -2 2 4

Figura 3.10: Gréfico de sech x

2y =e?—e® /. e*
2ye” = e

e —2ye® —1=0
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10

-10

Figura 3.11: Grafico de cosech x

Calculando el valor de u = e* obtenemos:

o 2y £ \/4y? +4
B 2

e =yt y2+1
z=In(y+y*+1)
(Pues y — /y?2—1<0).

Asi, arc senh z = In(x + V22 + 1).

Figura 3.12: Gréfico de arcsenh x

501

2. Como la funcién coshz no es inyectiva, puede invertirse sobre [0, +o0o[ o |—00,0] .
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Para obtener la férmula de esta inversa se sigue un procedimiento similar al hecho
para arcsenh y se obtiene una de las dos posibilidades:

» y = arccosh x = In(z + V22 — 1) , con dominio [1,+o0[ y recorrido (0,+00) .

= Si se invierte sobre | — 00, 0] , entonces y = arccosh z = In(z — V22 — 1), con
dominio [1, +o0[ y recorrido | —o0,0] .
25 /{/,/

Figura 3.13: Grafico de arccosh z

1+
3. arctanhz = —In para z € (—1,1)
2 1-z
1.5
l,
0.5
0.75 -0.5 -0 0.25 0.5 0.75
-0.5
o1t
1.5

Figura 3.14: Grafico de arctanh x

1 1
4. arccothx = ilnx—i_ ] para z € (—o0,—1) U (1,4+0). N
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1.75
1.5
1.25

0.5

Figura 3.15: Gréfico de arccotanh z

Teorema 3.4.21 Las derivadas de las funciones hiperbdlicas inversas.

1 d 1
—arccosh r = +——; — arcsenh *r = ——
dx 22 -1 dx 22 +1
d 1 d
%arctanh T = 1——x2; %arccoth T = T2

Demostracion: Se puede realizar mediante un célculo directo via regla de la cadena o
usando el Teorema de la Funcién inversa. Il

Teorema 3.4.22 Las integrales de las funciones hiperbdlicas
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f senh xdxr = coshx

fcosh:vdx = senh =z

1
/ 3 dr = —cotanh x
senh” z

1
/7dm = tanhz

cosh? z

1
———dz = arc senh z = In(z + V1 + 22
/\/1—1-3:2 ( )
x = arccoshzx =In(z £ Va2 —1) |z] > 1;
1+

| 7=

1
tanhz = -1 ; 1
/ 1 arctanh x 121&11%, lz| <
2
-z arccothz = = In = ozl > 1.
2 z-1

Demostracion:
Se obtienen directamente de la definicién de la integral indefinida. Hl

3.4.5. La regla de L’Hopital y calculo de limites de formas indetermi-
nadas de tipo exponencial

Formas indeterminadas del tipo 0%, oc?, 1>°. Estas pueden ser tratadas usando que
e’ es la inversa de In z. Entonces,

lim f(x)y(x) — l{m 9@ f(z) _ Jimz—ag(z)In f(z)

En el dltimo paso se ha usado la continuidad de la funcién exponencial.

Ejemplo 3.4.23 1. Forma del tipo 1°°.

1 lim 1 Incosx
lim (cos x)E = lfm e¥mOST = om0t 2
z—0t z—0t

Para calcular el limite del exponente debemos ocupar la regla de L’Hoépital:
(Incosx) —tanz

- = lim
z—0t 1

=0.

1
Iim —Incosz = lim
z—0t T z—0t T
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Por lo tanto,
1
x

lim (cosz)® =€ = 1.

z—0t

2. Calcular lim # — l .
z—0 ID(CL‘ —+ 1) T

Solucién: Este limite corresponde a una forma indeterminada del tipo oo — oo.

) 1 1 ., x—In(l1+x) 0
m{————)=lim———~ — _
a—0 \In(z +1) = a—0 x In(1+ x) 0

1 1
o 0
= lim 1—|—a:x =—>
mﬂoln(1+x)—|—1+x 0

— lim i _ 0
S es0(T+a)ln(l+x)+x U 0

lim ——————
220 In(l1+4x)+2
1

2

Int
3. a) Calcular th nT

b) Calcular lim zlnz.

z—0

c) Calcular lim z®.
z—0t

d) Calcular lim .
z—0+ 2T — 1

e) Sea f(z)=2a"sixz >0y f(0)=1. Calcular f’ (0).

Solucién:

00
a) Esta es una forma del tipo =’ por tanto aplicando la regla de L’Hopital para
este caso tenemos:

1 1
h’m—:lfm%:h'm =0.

t—o00 t—o00 t—oo t -
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In 1 Int

b) lim zrlnz= lim —L = lim —— = 0.

r—0+ t—00 t—o00 t

Iim zlnx
c¢) Esta corresponde a una forma del tipo 0°. lim z* = ez—0" =l =1.
z—0
) 0o ., T , 1
d) Esta vez tenemos una forma del tipo —. lim = lim —— =0.
z—0+t 2% —1  z—ot 2®(lnx + 1)
h) — £(0) Rt —1
e 'O:h'rnf(izh'm = —o0.
) f+( ) h— O+ h ho0+
Por ser el valor inverso del limite calculado anteriormente que tiende a 0 nega-
tivamente.
1
Calcular lim z2Z — 1.
rz—1
Solucién: Tenemos una forma del tipo 1°°. Por tanto,
1 1 : I
_ limInz® —
lim 2% — 1 = lfm e™*” 1_ er—1
rz—1 z—1

Calculando aparte el exponente de e tenemos:
1

limlnzz —1 = lim .
rz—1 z—lx —1

Inz

Por ser esta udltima expresiéon una forma indeterminada del

0
tipo o’ aplicamos una de las reglas de L’Hopital y nos queda:

Luego, el limite buscado es e.

1
Calcular lim (a ;b )z

z—0
Solucién:

Esta es una expresion del tipo 1°°. Por tanto:

1 l(a“rbf) . <a$+bl‘>%
x bE\ = n 1m 1n
lim (a ;_ ) =lime 2 — "0 2 .

8l

z—0 z—0
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Usando propiedades de la funcién logaritmo tenemos que:

a® + b* . 1 a® + b*
In = —1In .
2 x 2

0
Esta expresion es del tipo 0 cuando x — 0, aplicando la correspondiente regla de

L’Hopital tenemos que

1 a® + b*

n _—

B 2 B 2 d (a® +b” o a®lna+b"Inb  Ina+1Inb
lim ——= = lim — [ ——— ) =1lim = = InVab.
z—0 T z—0 \ a® + b / dx 2 z—0 a® + b* 2
Finalmente, el limite buscado es elnvab — /g,

6. lim I zh’mw:l.
z—1\lnz x-1 a—1 (x—1)lnz 2

7. lfm z+ = lim er @

Tr— 00 Tr—00
Calculando aparte el limite del exponente:
1 1
lim —Inz = lim —— =1,
T—00 I r—o0 I

tenemos:

, 1 0
lim z= =¢e” = 1.
Tr—00

= m. Por lo

1 In(1
8. lim(1+ m:n)% = lfm ex (H+me) — jiy = In(1 4+ mz) = lim In(1 +maz)
z—0 z—0 z—0T z—0 x

tanto,
lim (1 + mx)i =™

xz—0

Observacion 3.4.24 1. El siguiente ejemplo ilustra que la regla de L’Hopital no siem-
f(x)
g(x)

toma la forma indeter-

pre tiene éxito. Sea f(x) = e x y g(z) = z, entonces

0
minada del tipo 0 cuando z — 0T. Pero,
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la cual nuevamente es una forma indeterminada cuando z — 0. Derivando nueva-

mente, obtenemos:
1

e =
203
Después de derivar n veces el cuociente, se obtiene que
_1
e ==
nlgntl
que sigue siendo una forma indeterminada, por tanto en este caso la regla de L’Hopital
no soluciona el problema y se debe buscar otra via.

3.4.6. Derivacion logaritmica

La derivada de la funcién logaritmo natural o logaritmo en base e y la regla de la
cadena facilitan el cdlculo de las derivadas de ciertas expresiones en un proceso que suele
llamarse derivacién logaritmica. Cuando se tiene una expresion del tipo:

f(x) = u(z)"™
conviene tomar el logaritmo natural en la ecuacién, y nos queda:
In f(z) =v(z) Inu(x)
Usando la regla de la cadena,

[@) _
J@) ul)’

Despejando f/(z) obtenemos:

[u(w)”(x)}, = u(z)"@ [v'(x) ‘Inu(x) + v(x)

Ejemplo 3.4.25
Si y = x% calcular 3. Usando derivacién logaritmica tenemos:

/
Iny =xlnx, por tanto v _ Inz + 1.

Es decir,
Y (x) =2"(Inz + 1).
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1 x
Siy(z) = <1 + E) , calcular y/(z). Tomando logaritmo natural en la ecuacién que define

la funcién, tenemos:

Derivando, nos queda:

Por tanto:

Ejercicios resueltos

1. Determine el dominio y la derivada de las siguientes funciones

sen(1/x)
@) g(x) =T A
) )=l
¢) f(x)=Insenz.
d) f(z)=Incosz.
e) g(z) =4
Solucién:

a) » El dominio de la funcién g(z) es R — {0}
= Su derivada es,

cos(1/z)(=1/z2)(1 + e'/*) —sen(1/z) - (e'/*)(—1/z?)
(1+el/z)2
e'/? .sen(1/x) — (1 + /%) cos(1/z)
22(1 + el/7)2

g'(z) =

b) Sea j(z) =In <1 “”)

1—=x

- D(j):{meR:1+x>O}:]—l,1[.
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. 1 l—a)—(14+z)(x
o) = ey - A0 =Lenle)
1—=x
l—z l—az+1+x
1+ (1—2)2

2
1— 22

» D(f)={z€R :senz>0}= U]Qkﬂ',(Ql—}—l)ﬂ'[.

keZ
o f(x) = cosT _ cotan x.
sen
d) » Dom(f)={x eR; cosx>0}:U}—g+2kﬂ,g+2kw
keZ
d 1
. é = s (—senz) = —tanz

e) » D(g) =R, ya que la base es positiva.
» ¢/(z) = (In4)(2x)41+".

2. Bosquejar el gréfico de f(z) = z1lnz.
Solucién:

» El dominio de f es |0, oo[, pero como hemos visto en los ejercicios sobre la regla

de L’Hopital, ll’m+ zlnx = 0. Por tanto, podemos extender el dominio de esta
z—0
funcién de modo de incluir el cero y sea continua en dicho punto. formalmente

sto se hace definiendo una nueva funcién F' tal que:

F:]0,4+00]— R

) f(@) sio x>0
Fla) = {0 si z=0
" Flz) =0 < zlnz=0 < (z=1) 6 (x =0).
» F(z) >0en (1,00) y F(z) <0en (0,1).

1

» ['(z) =Inxz + 1, entonces F'(z) =0 <= Inz=-1 < z=-.
e
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1
s Fl(z) <0sixz e (0,-)y F'(z) >0siz e (
e

tUnico minimo de la funcién.

,00). Asi el punto critico es el

Q|

1
» F"(x) = —, por consiguiente F” es siempre positiva y la curva es convexa.
x

n lim zlnz = oco.
T— 00

1 1
= Su menor valor es F' <—> = ——.
e

= Su grafico es:

Figura 3.16: Grafico de zInzx

T

3. Bosquejar el grifico de f(x) = z®.
Solucién:

= D(f)=10,00).

= La funcién es siempre positiva .
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v () = 2"(Inz + 1), por tanto,

1
F@)=0 & mr=-1 < r=_.

» f/(z) es negativa en (0,e™!) y es positiva en (e~!

minimo en z = e L.

,00) , por tanto tiene un tinico

o f(z) =2%((Inx)? +2Inx + i +1).

1
f(z) =0 (lna;)2+2lna:—|—5+1:0 — z(lnz)*+2zlnz+z+1=0.

Pero como hemos visto en el ejercicio anterior el minimo valor de 2xInz es

2 . . . .
—— =~ —0,735..; por tanto la ultima ecuacién no tiene soluciones reales. Es

e
decir, f” es siempre positiva y la curva es convexa.

= Por lo visto en la subseccién sobre la regla de L’Hopital, la derivada a la derecha
del cero de esta funcién es —oo. Por tanto, su gréfico es:

\
\

\

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12

~_ -

Figura 3.17: Grafico de «”
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4. Bosquejar el grifico de g(x) = z%(Inx + 1).
Solucién:

= D(g) = (0,00).

1
» g(z) =0 <= =z = —. Por lo visto en el ejercicio anterior.
e

g(z) <0en (0,2) y g(z) > 0en (1,00).

e’

1
g () = 2*((Inz)?2 4+ 2Inx + — + 1). Nuevamente, por lo visto en el ejercicio
x
anterior, sabemos que esta expresion es positiva para todo z > 0. Por lo cual
la funcién g es estrictamente creciente.

g"(x) = 22 [-1+3z+ 22+ 3zInz + 32° Inz + 32°(Inz)? + 22(In x)g} .

Analizar el signo de esta expresion es muy complicado, pero podemos saber si
hay puntos de inflexién usando propiedades de las funciones continuas.

1
implica que entre — y 1 existe un cero de ¢” o lo que es lo mismo, un punto de
inflexién de g. Pero podria haber otros puntos de inflexién.

Para descartar esto tendriamos que demostrar que ¢g” es positiva para todo
x > 0. Aunque efectivamente esto es asi, en

este caso no lo vamos a demostrar y lo dejamos como tarea para el lector.

» Como lim g(x) = —oo la recta x = 0 es una asintota vertical.
x—07F

Por tanto, su grafico es:

5. Analice la existencia de maximos y minimos de la curva dada por las ecuaciones
paramétricas:

x(t) = Insen(t/2)
y(t) = Insent ,t €]0, 7|

Solucién: Debemos buscar el valor del pardmetro ¢ donde y'(z) = 0.
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Figura 3.18: Gréfico de z*(lnx + 1)

Aplicando la funcién exponencial a la ecuacion que define x(t), obtenemos que e® =
sen(t/2). Por otra parte, tenemos,

t
In <0082 5) =1In(1 — sen?(¢/2)) = In(1 — €**).
Por lo tanto,

t t t t
y(t) = Insent = In <QSGH§COS 5) =In2+In (seni) ++1In <cos 5)

1
:ln2—|—x+§ln(1—62$).
11 e
/ _ 2
Y(2) =14 o7 271 - ——
1— 62x _ 62$ 1— 26230
T 1 el T e
In 2 1\ /2
V(@) =0 <= =2% = 2r=-In2 — m:—nT: n<<§>
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1\ In 2
Asi, en t = 2arcsen <<§> ) 6x= —HT hay un punto critico de f(x) = y(x).
1—2e*

1—e2r
Se tiene que,

Como 3/ =

—2e2%(2)(1 — €2*) — (1 — 2e2*)( — 2¢*7)

(1 _ 62:13)2
_ _462:1: 4 464:13 4 262:13 _ 464:13
- (1 _ 62:13)2
_262:1:
T (1= ex)2
5 1
~ In2 " 2) 4
para x = 5 Y= Nz~ Tk
(-3)
2
2
Por lo tanto, en =z = _n7 la curva alcanza un maximo.

6. Demuestre que lim 2™ = 1.
z—0t

Solucidn:

y=2"" = y=Iz 2= nz") ")
~In(1/x)

= —In(z Y.z =
(1/z)
1 )
Sea z = — entonces lim z = oo.
x z—0t
Por lo tanto,
, , In 2z ,
lim Iny=lim —— =0=1n lim y=0.
r—0t Z—00 z x—0t
Asi, lim y(z) = 1.
Jimy(z)
a® —a " ~ 2a(lna)?

7. D t Ii = .
emestre aue T — o — log,(a —x) 1—alna
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Solucién: Aplicando la Regla de I.’Hopital tenemos:

) a® —a " ., Ina(a®+a™%)
lim = lim =
e=01—2—log,(a—2) «—0 . (=1
Ina(a — x)
1 T+a* Ina-2-al
i U T gy = a2 alna
2—01—(a—2x)lna l1—alna

~ 2a(Ina)?

~ l—alna’

, Inx
Demuestre que lim =
z—0t Insenx
Solucién: Aplicando la Regla de L’Hopital
, Inzx , 1 1 , senx 1
lIim ——— =1m -+ ————— = lim .
z—0In(senz) az-0z 1 z—0 T  COST
- COS T
sen x
1 1
Como lim =2 =1 = lim = lim —— = 1.
e—0 T a—0cosx  x—0In(senx)

Demuestre que:

1 x
= lim <1 + —> =e.
r——+00 X

1 T
= lim (1 + —> =e.
T——00 T

Solucidn:

n Siz — 4o0.

1 x
Sea f(x) = (1 + —) . Esta funcién tiene por dominio
x

1
{x: 1+—>0},
x

es decir, x >0y xz < —1.

Sabemos que si en particular x = n, entonces por visto en la seccion 1.2:

1 n
lim (1 + —) =e.
n—oo n
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Para extender este limite para una variable continua, lo haremos por acotacién.
Si x no es un entero y, como nos interesan los valores grandes de x, existe
m € N, tal que,

m<z<m+1

1 1 1

m~ oz m+1
y por tanto:

1 1 1
1+—>1+->14+4 —
m x m+1

Como la funcién exponencial es estrictamente creciente cuando la base es mayor
que 1, tenemos que,

1\* 1\* 1 r
<1+_) ><1+_> ><1+—>
m x m+1

Pero como la funcién exponencial es creciente en el exponente, significa que
para b > 1y m < x < m+ 1 tenemos que b™ < b* < b"™*! Luego,

. 1 m—+1 . 1 T . 1 T . 1 m
<+E> ><+E> >f(x)><+—m+1> ><+—m+1>

Lo que equivale a tener que,

1 m+1 1 m
<1+E> >f(37)> <1+m—+1>

N (121 s e L™
<1+m> <1+m>>f()><1+m+1> <1+m;+1)

Si z — oo entonces m — 00 y

Por tanto,
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m Siz — —o0.

Entonces * = —|z| y podemos escribir:
1 Ed
— (1= —)ll = ||
Fa) = (1= 7 = ()
1
= (1 |lz|-1 1
1

Six — —oo, |z| = +o0, 1 + o1 1,y f(Jx| = 1) — e, por lo demostrado

] =1
en el item anterior.
Por tanto, lim f(x)=e.
r——00
Y
e

——

10. @) Pruebe que si f(z) es una funcién continua en un intervalo I de modo que
f'(x) = 0 para todo = € I. Entonces, f(x) es constante en I.

b) Demuestre que si dos funciones tienen derivadas iguales, entonces ellas difieren
en una constante.

¢) Dadas las funciones f y g tales que:

e’ —1

et +1

f(x) = arctan < > ; g(x) = arctane”.

Calcule f'(z) y ¢'(x). ;Qué puede decir de ambas funciones ?
Solucion:

a) Sean z1,x9 dos valores cualesquiera en el intervalo I, aplicando el teorema 2.3.5
(teorema del valor medio) en [z, x2], tenemos que existe un ¢ € [x1, z2] tal que,

flxa) = f(x1) + (w2 — x1) f'(c).
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11.

12.

Como f'(c) = 0, obtenemos que f(x3) = f(x1), para todo z1, x5 € I. Por tanto
, podemos concluir que f es constante en I.

b) Sean f(z)y g(z) funciones tales que f'(z) = ¢'(x) para todo z en algiin intervalo
I. Si definimos la funcién h(xz) = f(z) — g(z), entonces h'(z) = 0 para todo
x € I. Por la parte recién demostrada podemos concluir que h(x) es constante
en I; por tanto, las funciones f y ¢ difieren en una constante.

rooN 1 d (e*—1
Jlz) = et —1 2%(6964-1)
v (55)

e +1

B (e® +1)2 et(e® +1)—e®(e” — 1)
(e 4 1)2 4 (er —1)2 (er 4+ 1)2
2"
2e% 42

e$
e 4]

Por otro lado,
1 d e’
/ - - | Zew__ -
gle) = 1+ (e*)? T |

Por tanto las funciones f y ¢ difieren en una constante.

Demuestre que Inz < /z cuando z > 0.
Solucién:
Sea f(x) =Inz — /x, entonces

F@) =1 - gom =250

Asl, f/(z) =0 <= 2 =4.5S10 < x <4, entonces f'(z) > 0. Si x > 4, entonces
f'(x) < 0. Por tanto, f(x) alcanza su méximo valor en =4 y es f(4) = =2+ In4.
Como 4 < e? tenemos que f(4) < Ine? —2 = 0. Por consiguiente f(z) < 0 para todo
x > 0, es decir, Inz < /7.

Usando el teorema del valor medio, demuestre que e* > 1 + x, para todo = € R.

Solucidn: Sea f(z) = e”, entonces f'(x) = e para todo x € R. Por tanto f'(z) > 1
siz >0y f'(z) <1siz<0.Luego, aplicando el teorema del valor medio 2.3.5 con
a =0, b= x, tenemos

e’ -1

X

= €™ > 1 para algin z( tal que 0 < xg < z.
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Por tanto, e* — 1 > x, lo que implica e > 1 + z.
Si z < 0, supongamos en el teorema 2.3.5 a = x, b = 0, obteniendo:
1—¢€"

—X

= €™ < 1 para algtin z( tal que 0> zg > .

Por tanto, 1 — e®* < —x lo que implica e > 1 + z.
Entonces e* > 1 + z para todo = € R y la igualdad se cumple en = = 0.
Dada la funcién g(t) = e, se define:

F(z) = / g(t)dt , x> —100.
~100

a) Calcule F'(z), F"(z), F"(x). Observe que todas ellas pueden ser escritas como
el producto de un polinomio y de la funcién g.

b) Use induccién para demostrar que la derivada de orden n de F' puede ser escrita
como:

F™(z) = py1(x)g(@),
donde p,_1(x) es un polinomio de grado n — 1.
¢) Demuestre que F' es una funcién continua y estrictamente creciente.

d) Demuestre que F' es acotada en cualquier intervalo de la forma [—100, a] , donde
a es un nimero fijo y a > —100.

xT

Solucién: Si g(t) = e~t*, entonces F(z) = / g(x)dt, x > —100. En particular,
~100
F(—100) = 0.

F'(z) = e (=2z) = —2ze™ " = —2xg(x).

F"(z) = =2 — 2ze " . (—22) = —2g(x) + 42%g(x)
= 2% 4 4g%e " = -2 g(x) + 4z%g(x)
— (“2 4 427)g(x) = pal) - g(a).
F) (@) = ph(x) - g() +p2(2) - ' () =
= py() - 9(x) — 2wpa(z)g(w)
= p3(2) - ().
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b)

Supongamos que F"(x) = p,—1(x)-g(z). Demostraremos que la propiedad vale
para n + 1.

FO ) (2) = (F™) (2) = pr_y (2)g(@) + pnr (@) - ' (2)
= Pp_1(®) = 22pn-1(2) - 9(x) = pu(z) - g(2).
Como g es derivable , entonces F es continua y como F’(x) = g(z) es positiva
para todo z, podemos concluir que F(z) es estrictamente creciente.

En el {tem anterior vimos que F' es continua, por tanto, en virtud del Teorema
de Weierstrass 1.5.18, es acotada en cualquier intervalo cerrado y acotado.

Ejercicios propuestos

1. Determine el dominio y la derivada de las siguientes funciones

a)

S8

)

~

SRS
N S N N N N NN o

2. Calcule lim

1

flz) = 11 el/z’
M) = ——,
k(z) = 1+ 1+v1l=-2* 1-— 25’3
f(z)=Inlnz.
f(z) = In |z,
f(z) =Incoszx.
f(z) =Ina?
f(x)=4lnz.
f(z) =In(In(Inx)).
f(x) = (cos z)*.
fla)=(1+ 1)
fla) =47

1+ m2 +a3
f(z) = x5 ¢

z 2
x—/ e Vdt
0

z—0+ Tr —Ssenax
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3. Analice el comportamiento de las siguientes funciones:
a) f(z)=In(zx+ va?-1).

1+ 22
b =In——:.
) gle) =

¢) f(x)=In(z —v1—2x2).
d) g(:v):lnwii_i.
e) h(z)=In(z+ v1+z2).

4. jPara qué valor de a y en qué punto la recta y = x es tangente a la curva logaritmica
y=log,x?

5. Demuestre que f(z) = 22 In z satisface la ecuacién diferencial 2f () —z f'(z)+2% = 0.

6. Demuestre que la funcién e® crece més rapidamente que cualquier polinomiop(z), es
X

decir, lim A o0
z—o0 p(T)
, 1
7. Calcule lim xln <1 + —) .
T—-+00 x
1 T
8. Encuentre las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curva y(x) = <§>
1
en el punto (zg,yo) = <1, 5)
1 1
9. Demuestre que lim (senx) 22 —¢ 6.
z—0 x
10.  Demuestre que h’r% (senz)” = 1.
Tr—
1 1 1
11. Demuestre que lim | — — = -
e—0\ 222 2zlnx 6

12. Demuestre que h'rr%) 2" Inz =0.
Tr—

1 _
13. Demuestre que lim 27+ = ¢ L.
1

1 tgz
14. Demuestre que lim (—) =1.
z—0 \ &
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o33
15. Demuestre que ilirg P 1—1In3.

ot =1
16. Demuestre que lim =1.

z—1 Inzx

Inz — 1 1
17. Demuestre que lim mrorhl —.
z—1 x —x% 2

18.  Demuestre que lim (1 + )% = 1.

z—0t

; 1
19. Demuestre que lim zTsenhz = e,

x—0

20. Demuestre que lim 2% ! =1.

z—0

21. Lavida media del radium es 1620 afios. Si una muestra contiene 15 gramos de radium
inicialmente, ;Cudnto contendra 150 anos mas tarde?
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Capitulo 4

La integral indefinida: calculo de
primitivas

Segun lo visto en el capitulo 3, seccién 3.3, la Regla de Barrow, que es una consecuencia
del Teorema Fundamental del Calculo, permite evaluar integrales encontrando explicita-
mente una funcién cuya derivada sea la funcién que se quiere integrar. Esto no siempre
es facil, a veces ni siquiera es posible. En este capitulo se mostrardn los métodos mas
conocidos para evaluar integrales.

4.1. La integral indefinida y sus propiedades

4.1.1. La integral indefinida
Definicién 4.1.1 Se dice que la funcién F' es una funciéon primitiva o antiderivada

de una funcién f definida en un intervalo abierto I ( finito o infinito) si

F'(z) = f(x), para todo z € I. (4.1)

Ejemplo 4.1.2 1. La funcién F(z) = 22 es una funcién primitiva o antiderivada de
f(x) =2z, en I = (—o00,400), pues F'(z) =2z = f(x).

2. La funcién F(x) = 2% +4 es también una funcién primitiva o antiderivada de f(z) =
2z, en I = (—o00,400), pues F'(z) =2z = f(x).

3. La funcién F(x) = sen z es una funcién primitiva o antiderivada de f(z) = cosz, en
I = (—00,400), pues F'(z) = cosx = f(x).

4. La funcién F(z) = e” es una funcién primitiva o antiderivada de f(x) = e”, en
I = (—00,+00), pues F'(z) = e* = f(x).

925
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Definicién 4.1.3 Si una funcién f estd definida en un intervalo cerrado I = [a,b], la
funcién F se dice una funcién primitiva o antiderivada de f si

F'(z) = f(x), para todo z € (a,b), lim F'(z)= f(a)y lim F'(z)= f(b).

r—at T—b—

En los ejemplos 1 y 2 de 4.1.2 hemos visto que la funcién primitiva de una funcién f no
es unica; esto de debe a que la derivada de una funcién constante es cero. Esta propiedad
es la que expresa el siguiente teorema.

Teorema 4.1.4 Si dos funciones F' y G son funciones primitivas o antiderivadas de una
funcién f en un intervalo I (cerrado o abierto), entonces estas dos funciones difieren en
una constante.

Demostracion: Si F' y G son funciones primitivas o antiderivadas de f entonces,
Fl(z) = G'(z) = f(2).

Asi, aplicando el ejercicio resuelto 1 parte 15 de la subseccién 2.3.3, tenemos que F'y G
difieren en una constante. ll

El teorema 4.1.4, puede también ser aplicado diciendo que dada una primitiva F' de
una funcién f, F(x) + C es también una primitiva de f y es la forma general de una
primitiva de f.

Como vimos en el cdpitulo 3, el Teorema Fundamental del Célculo, asegura que si
f :[a,b] — R es una funcién continua, entonces, la funcién F : [a,b] — R definida por:

Fa) = [ s

es una funcién derivable, y F'(x) = f(x), para cada x € [a,b]. Esto es, F es una primitiva
de f. Del teorema 4.1.4 concluimos que todas las primitivas posibles de la funcién f se
escriben de la forma:

Ge(x) = /w f(s)ds+C = F(z) + C.

En la teoria de integracién es comun denotar por:

/f(s)ds

la primitiva F'(z) + ¢ y llamarla la integral indefinida de f.
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Definicién 4.1.5 Dada una funciéon f denotaremos por

[ #)s

a cualquier funcién de la forma F(x) + C,que satisface F'(z) = f(z). y la llamaremos la
Integral Indefinida de f. Esto se escribe:

/f(a:)da: =F(x)+C (4.2)

Observacion 4.1.6 1. En la definicién 4.1.5 no se especifica ningtin intervalo, de-
berd sobreentenderse que se trata de un intervalo cualquiera en que la funcién f
esté definida.

2. La relacién 4.2 puede escribirse de la forma:

d
Ez/ﬂﬂm=f® (4.3)

/%F(w) dr = F(x)+ C. (4.4)

El céalculo de la integral indefinida de una funcién f se llama integracién de la
funcién f, las férmulas (4.3) y (4.4), nos dicen que la integracion y la derivacién de
una funcién son operaciones inversas.

3. Geométricamente, sabemos que la derivada soluciona el problema de encontrar la
pendiente de la recta tangente a una curva dada, en un punto de esta. Es decir, dada
la curva y = f(z) la pendiente de su recta tangente en (z, f(z)) es m(x) = f'(z) .
Reciprocamente, la integral indefinida es encontrar una curva de la cual se conocen
las pendientes de las rectas tangentes. Esto es, dada m(x) la pendiente de la recta

tangente a la curva y = f(z) enel punto (x,y) , setiene que f(z) = /m(u) du+C.

4. De la definicién 4.1.1 tenemos que toda férmula de derivacién da origen a una férmula
de integracion. Por ejemplo,

d
d—senx:cosx <— cos xdx =senx + C.
T

Por esta via podemos obtener una primera tabla de férmulas basicas de integracion.
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4.1.2. Férmulas basicas de integracion

1. /Odm:C,

2. / dx = ax + C,
3. /x”dm: 2",
n—+1
4. /cosmdw-senx—i—C
5. /senxdw——cosx—i—C
6. /sec rdr =tan x + C,
7. /cosec rdr = —cotan x + C,
1
8. /—dx—ln\a:—i—C’
x
9. /e dr =¢e" + C,
10 / L 4 e
. ————dxr =arcsenz \
V1—22
11 / L g +C
. ————dx = arccos x ,
V1—22
12 / 1 d t +C
. T = arc tgx
g g s

-1
13. / 52 dx = arc cotgx + C,

1
14. /x“dx:a—Hx“H—i—C, sia# -1 yx>0.

15. /axdx—a——i-C

In
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16. / senh zdx = coshz + C.

17. /Coshxd:z: =senh z + C.

1
18. / dr = —cotanh x + C.

senh? z
1
19. /ﬁdx:tanha;—i—a
cosh” x
1
20. /7dx:arcsenhx:lnx—|— 1+ 22)+C.
V1422 ( )
1
21. ————dr =arccoshz =In(zx £ V22 -1)+C, |z| > 1.
| 7= ( )+ el
1 1
1 arctanh z = ~In +x+C; lz] <1
22. / 7 = 205t
L—z arccotanh z = §ln

1+C; |z| > 1.

Observacién 4.1.7 Si el dominio de x para el cual se satisface la ecuaciéon F'(x) = f(z)
no es un intervalo, entonces no es verdad que la férmula F'(x) + C dé todas las primitivas
de f, como puede verse en el siguiente ejemplo.

1
La funcién In |z| + C da todas las primitivas de — en (—00,0) 6 en (0,+00) separada-
mente, pero no en (—oo, +00) — {0}. Pues, si consideramos la funcién

[ In|x| si <0
G(””)_{lan si x>0,

1
esta es una primitiva de —, x # 0, que no viene dada por la férmula In |z| + C.
x

Teorema 4.1.8 Sean [ un intervalo , xg € I e yp un nimero real cualquiera. Si una funcién
f tiene una funcién primitiva en I, entonces existe una y sélo una funcién primitiva £ tal

que F'(z9) = yo.

Demostracion:

Sea G(x) una funcién primitiva cualquiera de f(z) en el intervalo 1.

Definiendo F(z) = G(x) — G(z0) + yo, vemos que F'(z) = G'(z) = f(z) y F(x0) = yo.
Por lo cual F' es una primitiva de f que satisface la condicién del enunciado del teorema.

Demostraremos a continuacién que F' es unica. Como dos primitivas difieren sélo en
una constante, cualquiera otra primitiva F'* tiene la forma F* = F + C, con C # 0. Asi,
F*(x0) = F(z9)+C = yo+C # yo. Lo cual no puede ser, por lo tanto, se tiene la unicidad
.
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4.1.3. Propiedades elementales de la integral indefinida

Teorema 4.1.9 1. /[f(x) + g(z)] dx = /f(m) d1:+/g(m) dx.

2. /af(a:)da::a/f(a:)dac

3. Formula de integracién por partes.

[ 1@ @)tz = s@)g(a) - [ £@)g

4. Férmula de integraciéon por substitucion.
[otr@)s @iz = [ gw .

Demostracion:

1. Como%[/f(a:)dx%—/g } /f da:+—/ + g(x).

Se tiene que /[f(a:)—l—g(a:)]dm:/f( )dx+/g( ) dz.

2. [/f dm]—a /f dx—af()lmphcaque/af dq:—a/f

@) - [ 1@at)de| = @] - 52 | [ £t o] -

Ejemplo 4.1.10 1. De las férmulas bésicas tenemos que

:Un—l—l
/m"dx: +C.
n+1
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En particular,

/1dx:x+C

3

/xQ dr = = +C
3
4
3 x

de = — 4+ C.

/:U T 1 +

2. De la propiedad 2 del teorema 4.1.9 podemos deducir
3 3 5 4

/530 :5/30 dx:Zx +C.

dx
/3x2dx:3/x2dx:x3+0.

3.
/(5m3—i—3m2+8)dm:/5m3dm—|—/3x2da@—|—/8da@:gaz4+x3—|—8x—|—0.
4.
423 — 22 + 1 2 1
() e[ (1)
2 1
:/4da:—/—2dx+/—3dm+6’
T T
:/4dm—/2x_2dm+/x_3dm+0
2r~1 x 2
= 4z — —+C
T 1 +_2+
2 1
:4 i — .
a:—i—x 2x2+C
5. )
5+1 8
/4\/de:/4x%dx:4f2 —i—C:—x%—i—C
5+1 3
6.

s+l 5 5
/x%dmz/xmédx:/xgdx::g:_ 4 C=22% +0=—Vall 10
5
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— dex= |z tdr="r—4+C=—g"14C=—= +C.

/‘ 1 15 P 4 o 4 1
3z —B 4 9 922z

21:
8. /2m dr = — 4+ C. Ver férmula 15.
In2

9.

43 — 2x 3 8rd® + 1 1
X X
4 6

T

8-4
In4

+1In x| + C.

Los siguientes ejemplos son aplicaciones simples de la férmula de integracién por
partes que se utiliza para integrar productos.

10. I = /:Uem dz.

Haciendo f(x) =z y ¢'(z) = €%, tenemos: f'(z) =1y g(z) = e*. Por lo tanto,

I:mem—/exdm:xem—em—i—a

11. I:/xcosa:d:c.

Haciendo f(z) =z y ¢'(x) = cosz, tenemos: f'(x) =1y g(x) = senz. Por lo tanto,
I =xsenx — /senxdm =uzsenx — (—cosz) + C = xsenz + cosz + C.

12. I:/lnxdx.

1
Haciendo f(x) =Inz y ¢'(z) = 1, tenemos: f'(z) = — y g(x) = x. Por lo tanto,
x

1
I:mlnx—/—xda@:xlnx—x—}—a

T

13. I:/emcosmdw.
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14.

15.

Haciendo f(z) = e® y ¢'(x) = cosz, tenemos: f'(x) = e® y g(x) = —senz. Por lo
tanto,

I= —exsenx—/em(— senx) dx

= —e%senzx + /exsena:da:

= —¢esenz + J.

La integral J debe calcularse nuevamente por integracién por partes. Sea f(z) = e*
y ¢ (x) = senz, entonces f'(z) = e® y g(x) = cosx. Por lo tanto,

J:ewcosx—/egﬁcosa:da:: e’ cosx — 1.

Reemplazando el valor de I en J nos queda:

J =e"cosx — (—e"sen x + J)
= e"cosx + e’sen v —

2J = e cosx + esen x

efcosx + efsen ¢

J = 5 , V por consiguiente

efcosx — ePsen &

2

I =
Ejemplos de integraciéon por substitucion

I:/(a—i—bx)”dx, n#-—1,b#0.

— 1
Escribiendo y = a + bx, entonces x = u, y por tanto, dr = —. Asi,
b dy b
dy 1 1 yn+1 (a+bx)n+1
1= "= = "dy=-—-+4+C=-—7-—""-+"+C.
/y b b/ﬁ Y= sl bnt1)
1
I:/ dx.
a+ bz

Haciendo la misma substitucién anterior:

1d 1 1
I=/§%=gmM+C=ng+W+C-
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16. I = /sen azrdz.
dx

Haciendo y = ax , entonces x = Q’ — =
a’ dy

d 1
I:/seny—y:—/senydy:
a a

I—/dix a>0
Va2 7Y

dx
Escribiendo z = /a y; 2 = Vo entonces
Y

Q= 21

1
(—cosy)+C = —acosax—i—C.

17.

=arcseny+ C = arcseni—i—C.

Ja

1:/7\&@:/%—%

18. I = /tan T dr.

sen
Como tanx =
0S T

, I puede escribirse como

sen T
I = dz
COS T

Haci = LA
aciendo y = cos x, Ip = Sena, tenemos
X

I:/_@:_ln|y]+C:—ln|cosx+C.
Y

x x
19. I = / cosec x dx. Usando la féormula trigonométrica sen x = 2 sen§ cos > podemos

escribir
dx 1 dx
do cos? = 2 cos2 2
I:/cosecxda::/ = x:/ $2$:/7x2'
2 sen — cos — 2 sen— cos — tg 3
2 2 2 2
cos? L
2
T 1 dx
Haciendo la substitucion tan 5=V 5,7 = dy, obtenemos:
cos? —
2

d
I:/gy:ln|y!+C’:1n|tgg|+C.
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20.

21.

22.

23.

LA INTEGRAL INDEFINIDA Y SUS PROPIEDADES

/ cos(Ina)

x
Haciendo In x = ¢, obtenemos

Iz/costdt: sent = sen (Inz) + C.

(a* +3a” — 7)dx.

Haciendo a® =t , tenemos que:

1 . 1 [t 1 (1,
I=— [ ({t+3-Tt"")dt = — 5—{—375—711125 +C=—|(za"+3a" — 7z Ina |+

Ina Ina Ina \ 2

I= /arc sen x dx.
Usando integracién por partes, tenemos que si
f(z) = arc sen x, ¢’(x) =1, entonces f'(x) =

Por lo tanto,

I / T4
—= X arc sen r — — ax.
V1— 22

La intzgral J = / ﬁdm se calcula por substitucién haciendo u?
u
z2, QUE = —2x.
J:/—quu:—/du:—u:—m
Por tanto,

I=xzarcsenz++V1—z2+C.

6x — 2
ﬁdx'
3z 2z + 1

d
Haciendo y = 322 — 2z + 1, d—y = 6x — 2, tenemos:
x

d
I:/?y:ln|y]+C':1n|3m2—2x—{—1|—|—C'.
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1
24. I:/idx.
Va3 —1
I puede escribirse como
2
x
= ——dx
/ x3vad — 1
d
y haciendo y = va3 — 1 tenemos que y? = 23 — 1, 2yd—y = 322, y por lo tanto,
x
2 ydy 2/ dy 2 2
I==- | —/——==- | —/—=- t C = zarctgyV a3 — 1+ C.
3/(924-1)9 3J) yP+1 3 e gy greeve *
25. 1— [ L4
V1 4 22

Sea y = 1+ 22, dy = +2xdzx, entonces

d 1
I:/i—y:i Sy iy = 4y2 = +/1+22 + C.
2y 2

xdz 1
26. =4+-In|l+ 23 +C.
/1:|:m2 g InltEat]+

Lo que se obtiene haciendo la misma substitucion del ejemplo anterior.

rdr 1
2. / Ata2r  2m-D@@Lt & n7l

Es una generalizacion del ejemplo 26

4.1.4. Ejercicios propuestos

Calcule las siguientes integrales y compruebe los resultados mediante derivacion

3 8
1. /(33:4 — 822 + 2z)dx = 3x5 - §x3 + 22+ C.

40
2. /(10xi - 4x7§)dm = 73:% — 1223 +C.

3. /\/4m—3d:z::é(4m—3)3/2+0.
1
4. /x\/x2—5dx:§(x2—5)3/2+6‘.
5 / 321y = L300 | ¢
’ 2In3 '
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1 1
= =1In(7 2 C.
/7x+2dx 7n(ac+ )+

T 1 5
7. /Q—xde:_iln(_9+x )+ C.

1
8. /(—2x+1)4dm— - 2z +1)° + C.

9. /(m —2)3dx = —%(m -2)72 4+ C.

1
10. /Sen (8x 4+ 5)dx = ~3 cos(8x +5) + C.
1
11. /Cos (1 —4z)dx = Zsen(—1+4x)+0.
1 2

12. z sen (2 — 3) dx :—gcos(x -3)+C.

2 1 3
13. 2% cos(z® — 1) dx :§sen(x -1 +C.
14. dx—arcsen( )—l—C

[ 7= ;
1
15. /tan (2x +1 Zln (2 + 2tan®(2z + 1) +C.
1
16. /cosec (10 — 4z) dx = 1 In [ cosec(—10 + 4x) 4 cotan (—10 + 4z)]| + C.
17. / po dx = ln(a: -1)+C.
1

18. / 5 ——arctan< >+C

22 +a a
19. /xe dw——e”C +C.
20. / S lnx) +C.

x

arctan 1 2
21. dr = <arctan:c> +C.

1+a2 2
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1
22. / dz = In|arctan x| + C.
(14 x?) arctan x
23. /x sen xdx =senx — xcosz + C.
24. /e“‘m senzdr = _eaw cos e + ac” senz + C.
a?+1 a?+1
25. /e‘m cosxdxr = e senz + ae” cosw + C.
a2 +1 a?+1
alnx 1 alnx
26. /xalnxdx:— e +xnxe + C.
14 2a + a? 1+a
27. /x2 coszdr = x’senz — 2senx + 2x cosx + C.

4.2. Formulas de reduccion

Reciben este nombre las férmulas que permiten calcular integrales del tipo I, =
fn(x) dz conociendo la integral I; o Iy y reduciendo la integral I,, a una que involucra

a I,,_1 u otra anterior.
1. I, = /sen"xdx ;n €N,

Esta integral puede escribirse como

I, = /Sen"_1 zsen x dx

e integrarse por partes tomando f(z) =sen" 'z, ¢/(x) = sen z.
Asi, f'(x) = (n — 1)sen" 2z cosz, g(x) = — cos .
Por tanto,

I, = —sen" zcosx + /(n — 1)sen” 2z cos x cos = dx

= —sen" lzcosz 4 (n—1) /sen"_2 z(1 —sen” z) dx
= —sen" 'z cosz + (n—1) /sen"2 xdr —(n—1) /sen"mdw

= —sen" 'z cosx + (n — 1) /sen”2 zdr — (n—1)I,.
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Despejando I,,, nos queda:

nl, = —sen" 'z cosz + (n —1) /senn_2 xdx

I, = _senn_lx cosT (n—1) /sen"zxdx.
n n
Esto nos dice que la integral de sen™z depende de la integral de sen™ 2 z, es decir,
sen” 'z cos x n—1
I, =-— + ( )In,g. (4.5)
n n

Naturalmente, la férmula 4.5 tiene sentido cuando n > 2.

Aplicando la formula 4.5 a n — 2 tenemos que:

sen" Sxcosx  (n—3)

In—2 = - In—4a

n—2 n—2

y asi sucesivamente hasta llegar a I; si n es impar o a Iy cuando n es par.

I = /senxdzz—cosx

IO:/dx:x.

En particular, si n = 6, tenemos:

5
y y 5
Is = /senGxdx = XM TR + -1y

6 6
3
sen°rcosxr 3

Iy =——— +-1I
4 1 +4 2

g 5 5-3
Iy = _sen QCGCOSH: — 6.4sen3xcosx+ m[g
j sen®x cos x 5 3 +5-3 Senxcosa:+1l
6 = 5 6'4senxcosx 61 5 510
7 sen’z cos T 5 3 5-3-1 +5-3-1 L C

= — — n — 11 .

6 5 6_4se I CoSXT 6.4.286 I COST 6_4.2x

2. I = /senkxda:, ke N.
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De la férmula 4.5 tenemos:

n cos z sen” g

I, 9 = I
n—2 n—ln—i_ n—1

Escribiendo n — 2 = —k, nos queda

cosxsen Ftly L —2

I . =— I .
k -1 +k—1 k42

Lo que nos permite escribir:

/ de coS & +k:—2/ dx (4.6)
senfz  (k—1)senf~lz = k—1 ) senf—2z '

Veamos algunos casos particulares.
Sik=1,

1
1_1:/ dlen‘tang‘—i—(l

SenT

Comparar este resultado, obtenido por esta via, con el ejemplo 4.1.10 parte 19.

Si k = 2,

1
I2:/ dm:—cosx—l—C:—ctgaj—}—C’.

sen?zx senz
Si k=3,
1 COS T 1 Ccos T 1 T
[ 5= do = — A 1 ‘t —‘ C.
3 /sen3x v 2sen?x + g ! 2sen?x * 9 MY *

Con un procedimiento analogo se obtienen las féormulas:

1 -1
I, = /cos”xdw = Zcos" 'xsenx + (n—1) /008”2 rdx.

n n

1 -1
/cos" xdr = —cos" ! xsen x + (n )In_g. (4.7)
n n

I, = /Sec"azdm

I, = /Cosec" T dx

I, =— cosec™ 2 x cotan = +
n—1 n—1
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6. I,= /tan"mdw
I, = ! tan" ta — I, o (4.10)
" n—1 e ’
7. I, = /x"sen rdx
I, = —a"cosx +n / 2"t cos x d. (4.11)
8. [n:/x”cosa:da:
I, =z2"senx —n / 2" 'sen x dx. (4.12)
9. I,= /x”e:’:dw n € N.
I, =—-2"e*+nl, . (4.13)
En particular,
Iy = /exdx =—-e*+C.
I = —ze "+ Ip=—ae " —e *+C.
Iy = 2% @+ 2 = —2%e™% — 2z — 2e7% 4+ C.
Iy = —23e™® 4+ 31, = —x3e™ 4+ 3[—2%e ™ — 2ze™" — 277 4 C.
= -7 [:U3+3m2+3-2x+3-2] +C
x  x? a3
— 3l 7 = - -
=-3le [1—{—1!—1-2!—1-3!}%—0.
En general se tiene:
x  x? a3 x”
n_—x — ' —T - - - -
/w e Ydxr = —nle [1—}—1! + o1 + a1 +...+ ] + C.
dx
10. I,=[| ————.
! / (14 a22)
Sin =1, entonces I} = /ﬁxﬂ =arctgx + C.

Sin > 1, entonces

14 22— 22 1 22 x?
IL,= | —7%-—"7dze=| ———dao— | ————de=1,_1— | ————
/ 1+ 22)" x /(1+x2)n1 x /(1+x2)n x 1 /(1+x2)n

dz.
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La segunda integral se calcula mediante integracién por partes.
x

Haciendo f(z) =z, ¢'(z) = ﬁ, tenemos: f'(z) =1, g(x) = / s dr =
1

- . Asi
201 —n)(1 1 22)n—1 0

x2 T 1 dx
/ A+ = 0wt o= / D

T 1
_ I,
S+ DA +a2 1 T om_1)

En consecuencia obtenemos la férmula de reduccién:

z 1 I
2n—1)(1+a2)1 2n—-1)""
que después de reducir términos semejantes nos queda:

T 2n —3
I, = In_1. 4.14
" D42l a2 (4.14)

Iy =1n1+

En particular:

dr T 1
I = = L +C
2 /(1+x2)2 di+a2) 2T
* L lctgatc
= — /57 —arc X .
21+ 22) 278
dx x 3
I == = _I
’ /(1—1—3:2)3 Hi+a22 47
x 3x

3
pu— - t C-
11222 " R4a2) TpMCETT

11. I, = [(Inz)"dz.

I, =z(lnx)" —nl,_;. (4.15)
12. I, = [2%(lnz)"dz.
2 (Inz)" n
= — I —1. 4.16
" a+1 ar1 b 7 (4.16)

13. Ly, n = [sen™zcos" zdx, m,n € N.

sen™tly cos” L n—1
I, = I 2. 4.17
m,n m+n +m+n m, n—2 ( )

Observe que esta férmula contiene a las férmulas 4.5 y 4.7
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4.2.1. Ejercicios propuestos

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Calcule las siguientes integrales

1 4 8
[ sen Srdr = —3sen4xcosm— Esen%vcosa:— 1—5COS$+C.

1 1 cosx 2cosx
=3 5.3
sen *x 3sen°xr 3senx

3

1 3 3
fcos4xdx = ZCOS rsenz + gcosxsenaj—}— §x+C’.

8
4xsenx+ 1—5$enm0052x+ —senz + C.

1
[ cos® zdx = — cos
5 15

1 1
[ cosecd xdx = —= BT L= In(cosec z — cotan x) + C.
2sen’r 2

4 1 senx 2senx
[sectxdr == 3 =
3cos’xr 3cosx

1 1
ftanﬁxda@: 3tan5x— gtangx—ktanx—x—l—a

4

f 2rsenzdr = —ztcosz + 4x3 senx + 1222 cosz — 24 cosx — 24z senx + C..

3

fﬂ:?’ coszdr = x3senx + 3x2cosz — 6cosx — 6z sen z + C.

f e Tdr = —2Pe* — brte ® — 2023 % — 60x2e T — 120z % — 120e % + C.

/ 1 d 1 T n 5 T n 5 n 5 ; LC
———dr = - — — — arctanz + C.
(1+ z2)4 6(1+22)3 24(1+22)2 161422 16

[(Inz)?dr =zn’z — 2zxlnx + 22 + C.

J(In Bz —1))3dz = é(?)x —1)In(3z —1)> - 3z — 1) In(3z — 1) +2(3z — 1) In(3z —
1) —6x+2+C.

1 5} 20 40 40
2 5 3 5 3 4 3 2 3 3
/.%' ( H.Z') dx 31’ nr 91’ nx -+ 271’ nx” + 81.%' nxr B 31’ +C

2
3p— —cosPz+C.

f sen3x cos? x dr = —= sen” x cos
3 15

f sentz cosP xdr = —1 sen3 x cos4 x—i (:os4 X sen ar:—i—i 0052 X sen x+£ senz+C

7 35 35 35 -
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1 1 1
17. f sentz costrdr = —3 sen® z cos® x—1—6 sen z cos® x—|—6—4 cos

3z
m + C..

3
3 X sen QH_@ COS T sen xr—+

4.3. Integracion de funciones racionales

Recordemos que una funcién racional R(z) es un cuociente de polonomios, R(z) =
P(z)

Q(x)

parciales simples, generalizando lo hecho en el ejercicio 13 de la seccién 1.2.

. Para integrar este tipo de polinomios estudiaremos su descomposicién en fracciones

4.3.1. Descomposicién de un polinomio en factores

El Teorema Fundamental del Algebra dice que un polinomio @Q(x) con coeficientes
reales y grado n tiene n raices en el cuerpo de los nimeros complejos C. Esto permite
descomponer Q(z) en producto de factores lineales para las raices reales y de factores
cuadraticos no reducibles en R para las raices complejas conjugadas.

Qz) = (x —r)™ ... (x — )" (a2 + brz 4+ c1)™ ... (apx® + bpx + )™,
donde, n1 + ... +n; +m1 + ...+ my =n = grado de Q(z).
Ejemplo 4.3.1 1. 22+4+3x—4=(z —1)(z +4).
2. 22+ 2, es irreducible en R, pues sus raices son +i /2.
3. 214322 222 + 62— 8= (v — 1)(x +4)(z? + 2).

4. 2 +42% + 42+ 1= (z + 3)(2% + = + 1). El polinomio cuadrético (z? + z + 1) tiene
—1+iV3

> , por lo tanto, es irreducible en R.

raices complejas conjugadas
5. 2t —1=(22+1)(z - 1)(z +1).

4.3.2. Descomposiciéon de una funcién racional en fracciones simples o
parciales

Sea R(x) = %,

mayor que el denominador, entonces, realizando la divisiéon de polinomios obtenemos:

con P(z) y Q(x) polinomios. Si el grado del numerador es igual o
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donde, F'(z) y G(z) son polinomios tal que el grado de G(x) es menor que el grado de
Q()-

2
3z —4
Ejemplo 4.3.2 1. 33%-7301 = (r +4). En este caso G(z) = 0.
x_
7o + 422 — 2+ 5 5z + 9
2. = 4 .
z2 -1 e+ +x2—1
3+ 2 Tr + 8
Pass10 Y3t Eaa o
s+ 3x + 2 2+ 3x + 2
P(z)

Teorema 4.3.3 Sea R(z) = una funcién racional con P(z) y Q(x) polinomios con

Q(x)

coeficientes reales y tales que Q(z) puede descomponerse en la forma
Qx)=(x—r)"...(z— rj)"j(a1x2 + bz 4c)™ ... (apz® + bz + cp)™,

P(z) y Q(z) no tienen factores comunes y el el grado del numerador es menor que el del
denominador, entonces R(z) puede escribirse en la forma:

R A B C
R R Ty
D FE F

@ "ot T @—12)

e +
Gx+H Ix+ K Lx+ M

(122 + bz +c1)™ (@122 + bz + )™= + a1x22 + bz + ¢
+ +
B Nx+ P Qr+ R Sx+T
 (agpx? + b + cpp) ™ + (arx? + bpx + )™= = 7 + apr? 4+ bx + ¢’

para todo x tal que Q(x) # 0 ; y donde A, B,C,..., son constantes reales.

Para encontrar las constantes A, B,C,..., se debe realizar la suma de fracciones del se-
gundo miembro cuyo minimo comun multiplo es Q(z), y se obtiene que:

P(x) _ S(a)
Q@) ~ Q@)

donde S(z) involucra los coefiecientes desconocidos A, B,C, ..., . De la ecuacién (4.18) se
obtiene que

(4.18)

P(z) = S(x).

Usando que dos polinomios son iguales si los respectivos coeficientes de las potencias de x
son iguales, se obtienen las ecuaciones cuyas soluciones dan los valores de A, B,C, ..., .
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3r — 5
Ejemplo 4.3.4 1. P P es una funcién racional cuyo denominador tiene grado
x? —4x
mayor que que el grado del numerador. Por otro lado, 22 —42+3 = (z—3)(x—1). Por
lo tanto, los polinonios que forman la funcién racional no tienen factores comunes,
asi, podemos aplicar el teorema 4.3.3.
3z —5 3z —5 A B A(x — 1) + B(z — 3)

x2—4x—{—3:(m—3)(:1:—1):x—3+x—1: (x —3)(x—1)

Igualando los numeradores tenemos:
3r—5=A(z—1)+ B(zx — 3)
= Ax— A+ Bx — 3B
= (A+ B)x — (A+3B).
Por la igualdad de polinomios obtenemos las ecuaciones:

A+B=3
A+3B =5.

Resolviendo el sistema obtenemos los valores A =2 y B = 1. Por consiguiente,

3r —5 _ 2 n 1
22—4dr+3 -3 x—-1

2 +8x2 —x+1

23 —4x2 +2+6

Como en este caso el grado del numerador es mayor que el grado del denominador,
primero debemos realizar la divisiéon de polinomios.

58z2 — 40z — 89
23— 42+ x+6

2+ 82 —x+1
3 — 422+ 2 +6 = (@* + 4o+ 15) +

23 —422+ 246 = (z+1)(z—2)(r—3) y no tiene factores comunes con 5822 — 40z —89.

58z2 — 40z — 89 58z2 — 40z — 89

23—+ x+6 a3 —4x2+x+6
A B C
N ﬂ:—|—1+ﬂ:—2+x—3
Alx =2)(z —3)+ Bz +1)(z —3)+ C(z+ 1)(x — 2)

(x=3)(z+1)(z—2)

Asi,
5827 — 40z — 89 = A(z — 2)(z —3) + Bz + 1)(z —3) + C(z + 1)(z — 2). (4.19)
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Ahora podemos proceder como en el caso anterior, pero podemos hacerlo por camino
mas rapido que vale solamente cuando todas las raices del denominador son
reales y simples.

Como la expresion (4.19) vale para todo x € R, en particular vale cuando z = —1 lo
9
que nos da 9 = 124, despejando A tenemos A = T Haciendo 2 = 2 obtenemos el
313
valor B = 21, finalmente, Tomando = 3 podemos encontrar C' = =
5872 — 40z —89 9 L2 31
w3 —4x2 4+ +6  12(x+1) -2 8z —3)
22 +2x+3
3. Sea R(x) = .
R P E
22+ 2x+3 A B Cx+ D

G- 1P@ 4D @12 r-1 T 211
A2+ 1)+ Bz — 1)(22 +1) + (Cx + D)(z — 1)?
(- D22+ 1) |

Igualando numeradores nos queda:
22422 +3=A@*+ 1)+ Bz —1)(2* + 1) + (Cz + D)(z — 1)?,
lo que implica la igualdad
> +22+3=(B+0)2*+(A—-B—-2C+ D)2’ +(B+C —2D)x + (A— B+ D),
Esto nos conduce al sistema

B+C =0
A-B-20+D=1
B+C—2D =2
A—B+D =3,

cuyas soluciones son A =3, B=—1, C =1, D = —1. Asi la descomposicién de
R(z) es
22+ 22+ 3 3 1 r—1

C- 122 +1) @=1ZF -1 241




548 CAPITULO 4. LA INTEGRAL INDEFINIDA: CALCULO DE PRIMITIVAS

2 +1

4. Sea R(x) = @ T2

2?2 4+1 A n Bx+C Dz+FE
(x—2)(22+2)2 -2 (22+2)2 2242
A(@®+2)2+ (Bx+C)(z —2) + (Dx + E)(x — 2)(z* + 2)

(x —2)(z? +2)?

Igualando numeradores nos queda el sistema:

A+D =0
2D+ E =0
4A+B+2D—-2E =1
—2B+C —4D+2E =0
4A —2C — AE =1,

1

ti luciéon: A = —, B = C=
que tiene solucién 5G’ &

4.3.3. Integracién de funciones racionales

Desarrollando una funcion racional en fracciones simples o parciales, la integral de
dicha funcién se transforma en una suma de integrales del tipo:

A
1. / dx,
x—a

2. /ﬁdm, n# 1,

A B
Tt dz, cuando az? + bx + ¢ no tiene raices reales.
(ax? + bx + )™

Todas ellas son faciles de obtener:

1. / A dex = Aln|z —a| + C,

r—a

A —A
2. —  dx = —1:
/<m—a>n T D@ gt T 7 el
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A B
Para calcular / Tt dx, procederemos a completar el cuadrado del binomio
(ax? + bx + )"
en el denominador:
b\* B ¢ b\  dac— b
2 _ _
ar® +br+c=a <£U—|—2—a> —@—Fa]—a(ﬂ:—F%) —{—T (4.20)

Sea z una variable tal que:

b\?  dac—b? 9
— ] = ——2" 4.21
a (m + 2a> P (4.21)
Despejando x obtenemos:
b Vac—b?
x:——+Lz.;a>0 (4.22)
2a 2a

De (4.20) y (4.21), tenemos:

dac — b2

axQ—i—bx—i—c:{
4a

}(22 +1).

Asi, usando la substitucién (4.22) nos queda

Az + B Cz+D
dr = | —5———dz
(az? + bx + )" (z2+1)n

z 1
=C | —5——dz+D | ————d=z.
et Re e
Donde A, B, C, D son constantes.

La primera de ellas , segin el ejemplo 4.1.10, ntimeros 26 y 27 nos da:

C 1

YD T AL

C
Eln|22+1|+0* sin=1.

La segunda se calcula usando la férmula de reduccién 4.14.

1
Ejemplo 4.3.5 1. Calcule [ = /L x
322+ 62 +9

Como, 3z + 62 +9 =3[z? + 20+ 3] =3[(z + 1)* + 2] =3(x + 1)® +6.
Haciendo 3(z + 1)% = 622, se tiene que = v/2 z — 1.
Entonces, 322 + 62 + 9 = 6(22 + 1), dr = V2 dz.
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Asi,
/xinx _ /6(&\/5(&

3z2 + 6z +9 22 +1)

1
:—/ c 4z
3) 22+1

= —In(z2 +1) + C.

322 + 62 +9
(w)w

=

6

D= D= O
f—
=

2. Calcule[z/ﬂdx.
2+r+1

2tz+1 2 4o - +12+3
xr xT = X xT — = T — —.
4 2 4

1\? 3 3 1 3
Haciendo |z + = | = 222, se tiene que z = £z ——, dxr = £ dz, 2> +2x+1=
2 4 2 2 2
3
1[22 +1]
En consecuencia,
3V3 3
((222-3-2) 3
]:/ 23 2 £dz
122 +1) 2
/ 92 — 73

3(22+1)

_ / d_M/
- 2241 22+1
V3

3 arctgz + C

dz

In(z? +1) —

4(x® 4z +1) V3 22 + 1
ln( 3 >— 3 arctg< 73 >—|—C.

N|W N W

Ejercicios resueltos
Calcule las siguientes integrales de funciones racionales:

3r—5
1. I= [ ———dx.
/m2—4x—|—3 o
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Solucién: Usando la descomposicién hecha en el ejemplo 4.3.4 parte 1 tenemos

que,
2 1 dx dx
I = =2
/(x—3+x—1>dx /x—3+/x—1

=2n|z—-3|+ln|z -1+ C.

/355—1-8952—36—1—1
I =
3 —4x2 + 2 +6

Solucién: FEn virtud del ejemplo 4.3.4 parte 2, tenemos que

58x2 + 8x + 91
I:/[ﬁ+4m+w+ v OT }

3 —4x2+ 2 +6
113 637

47

2

= 4 1 d
/[m + 4+ 5+4(m—|—1)+x—2+4(m—3)] x

3 A7 637
= %+2x2+15m+Zln]m+1|—|—113ln\x—2]+Tln\x—3]+C.

2242 +3
3. = da.
/(x—1)2(x2+1) v

Solucién: Segtn parte 3 del ejemplo 4.3.4

3 1 z—1
I = —dz— d d
/(ac—l)2 v /:U—l x+/£ﬂ2—|—1 v

3 x 1
2 hmje—1 dz — d
z—1 nlz |+/x2—|—1 v /x2+1 o

3 1
= ———7 —ln|x—1|+§ln(:n2+1)—arctgx—}—C’.

241
4. | = dx.
/(x—2)(a:2+2)2 v

Solucién: De acuerdo a la parte 4 del ejemplo 4.3.4,

) T+ 2 -5z — 10
I=[-—2 4 _ITE 4 Ty
/g&x—@ m+/€u2+m2x+/gaﬂ+a)m

5 1 1 1 5 5 1
=g -2t [ dr— 2|z 2]~ — dz + C.
36 e =2 1mﬂ+a)+3/kﬂ+ay T g inlet 42 18/952+2:”Jr
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Segun las férmulas de reduccién 4.14 y el ejercicio propuesto 7?7 de la seccion 5.2:

I I A -
(1‘2+2)2 x—z\/iarcan\/i 4(x2+2) .

Segun el ejercicio propuesto 18 de la seccién 5.1:
1 1 T
———dxr = —=arc tg— + C.
/ z? 42 V2 8 V2

1
5. I:/xg_ldmmyél.

Solucidn:
1 1 A Bz +C

B—1 (@-D@Ztz+1) x—1+x2+x+1'

Igualando los numeradores obtenemos 1 = A(z? +z + 1) + (z — 1)(Bz + C), lo que

implica
A+B=0
A-B+C=0
A-C=1.

Resolviendo el sistema obtenemos los valores:
1 1 2
A=—- B=— C=—-.
3’ 3’ 3

Entonces,

1 -z —2
I = d —d
/(x—l) x+/3(x2+x—|—1) *

1 1 42
— Shle—1]—= [ 2% g
gl —1] 3/m2+x+1 *

Para calcular la segunda integral completaremos el cuadrado correspondiente.
+r+1 i 2 +3

r“+ =lz+= -

2 4’

lo que nos lleva a hacer
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Asi,

TS _dr = [ TV
Pra+1 T 4) 32ry

/ T+ 2 _}/(\/ﬁz+1)\/§

1/3z+\/§
== [ Z 1 "
3 2241

1 3
= 51n|22—|—1|—|—%arctgz+0

1 3 2 1
= §ln\x2+x+1\+§arctg< x\/g )—i—C.

Finalmente podemos escribir I.

1 1 3 2 1
I:§1n|x—1|—61n|x2—|—m+1|—%arctan( x\/—g >—|—C.

1

6. [ = | —
f\/1—|—em

dx.

Solucién: Haciendo y = /1 + €%, tenemos que y? = 1 + e, 2ydy = e*dx. Por lo

tanto,
I= / L 4

Ahora debemos utilizar la descomposicién en fracciones simples:

1 1 A . B
v -1 (w-Hy+1) y—-1 y+1

lo que implica A(y + 1) + B(y — 1) = 1 y que nos da los valores

A:1

=, B=-—
2

1
5
Por consiguiente,

\/1—1—61—1‘

1 1
I= | —dy— | —dy=Inly—1|-Inly+1+C=ln|Yt0o-—|+C
/y—l Y /y+1 Y ly =1l ly+1] VI+ert+1

Ejercicios propuestos
Calcule las siguientes integrales:
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4
/ 5dxz4ln(:c—5)+C

20
7T —x

4 4
/(m—5)2dm:_:6—5+c

20 5)
4. /mda@: (7_x)4+0

o

r=-20In(7—z)+C

2x + 43
——d
24+ —12

4r — 5

r=—-5In(x+4)+7ln(x —3)+C

9.
3 z 1
_ 2
4x — 19
° dr = —— +4In(z +3)+C

7.
x2+6m+9 z+3

1 1 1 3

- :c;m+3 x_§ln(m2+3x+3)—gﬂarctan(%(zx_i_g))+C
20 — 1 d 1( 8x + 15 ) 163
z2+3x+3 9

(27 + 3)V/3
3

x2+3x—|—3 T3

)+cC

/
/
/
“
0. [ arctan (
/ z—2) x+4)d :%
n

e

s [ aen

| wras

o

o [

(In(x —2) —In(z +4))+C

@) a:—|—2)(m—|—3) dm:6<lnx—ln(aj—|—3)>—|—%<ln(:ﬂ—|—2)—ln(:ﬂ—|—1))—|—C

3% — 172% 4 21z — 43 3
° _x8;_+ 1:; dx = 5562 + 7z +26In(x —3) +6ln(z —5) + C

1
de ==—Inz+In(x—-1)+C
22 x—l T

r+1
242 —8

14. ln(:n +4)+ % In(z —2)+C

4 1 4 3
T =—= In(x — 2)—%ln(a: —i—l)—%arctanx—i—C

d
x2+1 x—2) 5(x — ) 25

1
T x4 arctanh r+ 3 arctanz + C
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V3

X (22
T n(z” +

1 1 3 1
17. / oo dx = 3 arctan x — % ln(ac2 —V3z+ 1)+ 6 arctan(2z — \/§) +

1
V3 +1) + 6 arctan(2z + v/3) + C.
Indicacion: % +1 = (22 + 1)(2® — V32 + 1)(2® + V3z + 1).

1 1 1 3 3 1
18. / ] dx = Eln(ac—l) — Eln(mQ—i—x—i—l) — %arctan (%(2@’—1—1)) — Eln(m—&—

1
1)+Eln(m2—x+1)+0

1 1 1 3 1 3
19. /7dx.:———7—Zln(m—1)—7+—ln(a€+1)+0

Z—z+4 2 1
20. /(x—w—i_dm:—1n(x—1)—31n(m+1)+§01n(:n+2)+0

22 —1)(z+2) 3
x 3
2 [ rpiage e = 2D - gy 2l 9 +C

4.4. Integracién de algunas funciones algebraicas

4.4.1. Integracion de funciones irracionales simples

. axr +b . .
Cuando la variable x,axz + b ; - aparece elevada a diferentes potencias
azr+b
fraccionarias, es conveniente usar la substitucién y = &z donde ¢ es el mfnimo comun

ar +b

/ /
ar’ +b
caso. Esta nueva variable permite eliminar los exponentes fraccionarios como veremos en

denominador de los exponentes de las potencias de z,ax +b o segun sea el

los siguientes ejemplos.

. Iz
E lo441 1. I= | ————dx.
Jempro / 2V/a(L+ ¥r)

Haciendo y = ¥z, setiene x =% y por tanto, dx = 6y°dy.
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I_/ 6y’ dy _3/ yldy _3/(y4—1+1)dy
S 2+ ) 14y 14 y?

4
y*—1 1
_ 3 dy + 3 d
/y2+1 yr /1+y2 Y

=3[y = Ddy +3 [ 7 dy

_ (L _
3(% —y) +3arctany + C

= /r — 3¥x + 3arctan Yz + C

d
2 I=lvw
Haciendo y = ¥z, tenemos que = =y'? y dr = 12y!'ldy.

12 lld 8
f yffy?’y - 12[#6@

=12 [ Uty

=12 [ Ldy +12 [ Lody.

Usando la férmula de factorizacién

Pol= - Pty 1),
obtenemos:

I=12f("+y*+" +y' +v* + > +y+ Ddy + 12 [ JLqdy

— 2[5+ L+ L ytmly-1)|+C

it
sl

. 4460 + 12217 + 12Injziz — 1| 4+ C

|
pols

+1—72x1

_ d
3. I= fx\/szq

V3x — 1=y implica x = #, dr = % Asi,
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2dy
/y2+1 arctan y +

= 2arctan 3z —1+C

1 Jz—2
4. IT= [ =4/ d
/w 3z +1 v
escribiendo y = 1/39;—121, implica y? = ﬁ y 2uydy = mﬁdw y por lo tanto,

2
— Yy 2 _ 7 .
T =173 y3r+1= 57 Asi,

I_/(1—3y2) y -2y 72 4
Y2 + 2 7 (- 3y)

_ 2y%dy
‘7/fw+QX1—mﬂy

Esta integral se calcula usando el método de descomposicién en fracciones parciales.

4.4.2. Integracién de f(z)= zP(az" +b)?p,q,n € Q.
La integral I = [ f(z)dz puede transformarse en una integral de una funcién racional

1 1
si uno de los niimeros g, ]i, P> + g es entero. En efecto:
n n

e Si ¢ esun entero, entonces f(x) se integra como hemos visto en el parrafo anterior.

e Si ¢ es un racional no entero, emplearemos la substitucion:

y=za", dy = na" ldx
Si y > 0, entonces
1
I = [2P(az™+b)ldz = —/ L:l_l(ay—k b)4dy
n

1 pt1 4 (ay+b\?
Ly (),
n Yy

1
e Si Pt €l y q= %, con (a, 3) =1, laintegral I se transforma en una integral

de una funcién racional usando la substitucion:
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tB:ay—i—b.
p+1 ay+b

Y

e Si +q € Z, se usa la substitucién t° =

Ejemplo 4.4.2 1. = [/z(Jx —4)%dx.

En esta integral ¢ € Z entonces,

I = [a(Va? -8z +16)dx

7 5 3
_ z6tt 85l | 162
TS T + 3 +C
6 13 48 11 39 3
— 226 —226 +22240
137 TR

2. I=[231- xQ)%dac.
En este caso particular,
3
p=3, n=2 q= 3 entonces, haciendo y = 22, obtenemos:
3

s ./ 3
I =145 1< ggﬂ)zdy

3

=3y (5Y) v

+ e
Como b = 2 € 7, usaremos la substitucion

t?=1—-y
2tdt = —dy.

757(—21%) = /(1 — )ttt

= [0 = £ o
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Como t =+1—xz%

_ 32 4_ .6 9.2 4
— /1—.’E2|:1 3J:+73x z° 1 2$5+$:|_|_C

= —1V1-22[a% - 32* + 222 + 2]+ C

estamos en el tercer caso.

Si y = a3, entonces, dy = 3x%dy , y por lo tanto,

3
1 y—1\ 2 1 y—1Y\
I== R [ a— dy = = L dy.
3/y< y) Y 3/< y> Y

Haciendo t? = %l,tenemos que 2tdt = % Dy =5

— 1 -3 1
I =3 [t 2%g—ppdt

= %f_tQ(litQ)_th'

559

Esta integral se calcula usando la descomposicién en fracciones simples o parciales

y resulta (ver ejercicio propuesto 19 ):

1
I=———
z 2022 —1) ;T4

x 3In(x—1) 3ln(z+1) n

4.4.3. Integracién de funciones racionales que involucran polinomios en

x y raices cuadradas de az? + bx + ¢

Estas integrales se reducen a la integral de una funcién racional en la variable z,

mediante una substitucién adecuada:
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= Sia>0

Haciendo z = vax? + bx + ¢ — z\/a tenemos que

az? 4+ bz + ¢ = ax?® + 2xv/az + 22,

lo que implica

bz + ¢ = 2z az + 22

despejando = nos queda:

2

po 2 ¢
- b—2Vaz
- 2 —
dr = 2— Y bz \/acdz
(b—2/az)?

Adem3s:

— 24y —
Var? +br+c=xva+z = az" + bz — yac

b—2yaz
Ejemplo 4.4.3 | = / de . En este ejemplo a=1>0:
Va?z -3z +1

Sea z=+Vx2—-3x+1— 2, de donde

22—1 .,
T = T35z
dv = 275785 dz (4.23)
_ 22243241
= T (3+22)2 dz

2 2
3z —1 +3z+1
Va?—3z+1=—2 : == : (4.24)

-3 -2z 3+ 2z

Asi,
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o —2(2243241)  (3422)
I = f (§4r2z)z2 ) 22+3,zz+1dz

F2E = —In[3+ 22| +C

=—-Inl3+2va?-3z+1—-2z|+C

De (4.23) y (4.24) vemos que una integral que involucra polinomios en

Vax? + bx + ¢, se convierte en una funcién racional en z.

m Sic>0:

Var? +bxr+c—/c
Haciendo z = \/_, tenemos
x

az? 4+ bz + ¢ = 2222 + 2wz /c + ¢,

lo que implica:

ar +b = x> 4 22+/c
Asi,

_ 22y/c—b

a— 22
Vez? — bz +av/e
dex = 2 (@ =2 dz

2_b
\/aq:Q—i-bx—i-c:xz—i-\/E:\/Ez zFaye

(a—2%)

De (4.25) y (4.26) vemos que una integral que involucra polinomios en

Vax? + bx + ¢, se convierte en una funcién racional en z.

dx
V—22 +2r+3
V—224+22+3 -3

Haciendo z = , obtenemos:
x

Ejemplo 4.4.4 | :/

Tenemos que ¢=3>0:

561

(4.25)

(4.26)
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282 2(1-V3)z
—1-22 7 2241

dx = 27\/%:; flz)g‘/gdz

vax? +bxr+c¢ = —%

Por lo tanto,

I:/Q\/EZQ_QZ_\/g' —(Z+ 1) dz
(22+41)2 V322 — 22— /3
2d
I= /2—+Zl = —2arctan z+c¢
z
= —2arctan (Y—ETEEEYE 712+2xx+3*\/§) +C

s Si b2 —4ac>0.

En este caso, el polinomio az? + bx + ¢ tiene dos raices reales y distintas 71,79,
por lo cual podemos escribir:

ar’ +br+c=a(x—r)(z —r).
Introduciendo la variable z tal que satisfaga la igualdad:

Vax? +bxr+c= \/a(a:—rl)(a:—rz)ZZ(a?—T’l) (%)

tenemos que

alx —ry)(x —re) = 22(x — 7"1)2,

es decir:

a(rx —ry) = 2% (x —r1).

Despejando x obtenemos:

2

_ 9 _
I Tt dp — a(ry —ry)z

_ s )z,
a—2z2 " (a —22)? :
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Var? +br+c= a(rs =)z rl)z.

a — 22

Estas ultimas igualdades nos permiten concluir que una integral de una funcién
racional en x y Vax? + bx + ¢, se transforma mediante la substitucién (*) en una
integral de una funcién racional en z.

Ejemplo 4.4.5 I:fﬁ
b —dac=4—-4-2-(—4)—-36>0
202 +2r —4=22%+2-2) =2 +2)(xz - 1)

Sea z tal que V2224 2x —4 = z(z +2), entonces

2+ 222 4-3z
6z
22+ 20 —4=—"—.
xe + 2x 5 .2
p ~12
I = 65 2= zg)dz
— dz _dz
=25 2] e

11 11
QJﬁEVEzfvﬁ _-21}533z+v5
= %ln|z—\/§|—%ln|z+\/§|+0

_ %IHP/Qmii%m \/_|+ 1 In 2:13;3321 4+\/§|+C

4.4.4. Ejercicios propuestos

Calcule las siguientes integrales:
1L I=[- flff——4f+41n|1+\ﬂ+0.

2 36 72 16
2. I=[x2(223 —1)3dz = —3\/905 + 1—7\/6 ol — 1—9\/6 x19 4+ 7\/.%'17 +C.
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3. I=[a3(1—a) 3dr=— +/1-22+C.
I T
4. I:fx3(1+x2)_%dm:%x2\/1+a:2—§\/1+a:2+0

T 1
5. /ﬁdng[2xﬁ+3x+6\/§+61n(\/§—1)]+0.

Ve vz —1
=2 In
6. / dr = 2v/x + NCES C.
1
7. / —In(2z + 1+ V4a? + 4z — 3)
\/4$2+4m— T2
3. 2x +1

+ x2+m+1>+C.

x
—————=1In
/\/xQ—i—x—i—l < 2
/\/4x2+4x—3dx: [230—{—1 ) Vdx? +4x —3 4ln<2$—|—1)—|— 4x2+4$—3)]+

C.

©

1
4

4

172z +1 3. [2r+1
10. /\/x2+x+1dx:§{x2+ x2+m+1+—ln<x2+ T x2+x+1>]+c.

11. /#dm:\/m2+2$—{—2—1n(x+1+\/x2+2x—|—2)—|—0
Va2 +2z+2
T 1 2v/5
12. — dx = l1+x—22+ -arcsen [ —(z —1/2) | + C.
/\/1+£L‘—$2 2 ( ) ( /)>
13.

1 z+24+2V1+x— 22
—dz=—In +C
V142 — 22 T

4.5. Integracion de ciertas funciones trascendentes.

4.5.1. Integracion de funciones trigonométricas.

1. Integracién de funciones racionales en seno y coseno. Si R(u,v) denota una
funcién racional de las variables u y v. Una funcién de tipo R (sen x,cosx) se in-
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T
tegra usando la substitucién ¢ = tan 5 En virtud de las identidades trigonométricas

tenemos que:

1 2L 2]
——— =sec'—x = an’—=x
cos? %x 2 2
implica
, 1 1
cos® —x = i
2 1+ 2
Como,

cosz = 2cos? %x— 1

4.27
COST = ——5 — 1l = ——=
142 142
Por otro lado,
1 1 t2
sen?—z=1—cos’—x = .
2 2 1+¢2
Asi,
1 2t
sen z = 2 sen QTS 5T = 5 (4.28)
t = tan % es equivalente a tener x = 2arctan ¢, por tanto
dx 2
—_—=— 4.29
dt 1+ ¢2 ( )

De (4.27), (4.28) y (4.29) vemos que una integral de una funcién racional en sen z, cos x
se puede transformar en una integral de una funcién racional en la variable ¢. La
que puede ser integrada por los métodos ya estudiados. En simbolos:

2t 1 —¢2 2
: ) dt.
14+t2714+t27 14¢2

I:/R( sen x,cosx)dx:/R(

Ejemplo 4.5.1 a) Casos particulares de este tipo de integral son los ejemplos 18
y 19 de 4.1.10.
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d
b) 1:/ °
2cosx — 3 sen x

Haciendo t = tan 5 usando los calculos recién hechos obtenemos que

1 2
I:/ . dt
1—¢2 2t 2
29 —3 e 1T

1+¢2 2 —2dt
z:/ il . ﬁ:/————
—2t2 —6t+2 1412 2 4+3t—1

dt
/ (t — =258 - =25Y83)

1 1
— dt + / dt
/ VI3(t — =245 VI3(t — =258

1 2t4+3—-+v13 1 2t+3+ V13
= — In + n +C
V13 2 V13 2
1 2t + 3+ V13
=+ In o +C
V13 |2t 43— +V13

1 2tan%+3+\/13 Lo
VI3~ |2tanZ +3 — V13

dz
sen x —cosx + 1

1 2
- 2,
y 10 1+t

1+42 1+ 2 +

c) I=

1+ 2 _/ dt
2t +1) 1+t ) tt+1)

1 1
= [dt— [ ——dt=nft| -]t +1]+C
/t /t—|—1 nftl = nft+ 1]+

] t fe—1 tan% LC
_nt—|—1 c_ntan%+1



4.5. INTEGRACION DE CIERTAS FUNCIONES TRASCENDENTES. 567

dzx

senx + 1

d) I=

1 2
I:/ 2t ) 2dt
1+t2+1 1+1

/ 1+ ¢2 2 / 2dt
24142t 14+¢2 (t+1)2

-2 -2

+C=—F—
(t+1) tan 5 + 1

+C.

2. Integracién de f(z)= sen™ xcos"xz con m,n € Q.

Si m,n son enteros y ademas :

* m es impar, se usa la substitucién t = cos .

* n es impar, se usa la substitucién ¢ = senzx.

* m,n son pares, se usa la substituciéon ¢ = tan x.

Si m,n son numeros racionales, entonces haciendo ¢ = sen z, la integral

/ sen™ x cos” z dx

se transforma en

/tm(l — 3" dt

que es una integral estudiada en la seccion 4.4 y que puede ser calculada si uno de

; m+1n—1 m+n
los ntimeros , ,
2 2 2

es un entero.

Ejemplo 4.5.2 a) I = [ sen?zcos®z da.
En este caso , n =3 es impar.

dt
Sea t=senxz, — =cosz
dx
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I = /Sen2xCOS21"COS$dCL‘

= / sen 2z(1 — sen 2z) cos x dz

:/t2(1—t2)dt:/(t2—t4)dt

3 1 1
— 5_3+C:§sen3m—gsen5x+0.

Esta integral también puede ser calculada usando la identidad sen ?z+cos?z =
1, expresando toda la funcién en senz o cosz , para después evaluar por partes
(férmulas de reduccién) o usar angulos dobles.

I = fsenzx cost x dx.

I:/(1—cos2x)cos4xda::/cos4xda:—/0086xda:

Cada una de ellas puede calcularse usando la respectiva férmula de reduccion.
Calcularemos [ cos* zdx por medio de dngulos dobles, para mostrar un camino
alternativo a las férmulas de reduccion. Reemplazando

9 1 + cos2x
cos“x = —

en la integral I nos queda:

1 52
/Cos4xdx = /(#)2 dz

1
= Z/(1+2(3052:1:‘—i—COSQQJC)d:U

1 1 1 1+ cos4x
= — —_— 2 —_ e —
4/dw+2/cos a:da;—|—4/( 5 ) dx

=l lsen 2ttt sende+C
—4 4561’11‘ 3 32561'11'

3 1 1
= g—i—zsen 2x+§sen 4r + C.
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¢) I= [ sen?z cos’zdr.
Como ambos exponentes son pares, usaremos la substitucion t = tanz y las
expresiones de sen x, cos x en funcién de tangente, desarrolladas en el
ejercicios resuelto 1 de la seccién 2.3 del Capitulo 2.

9 tan? x
sen “x = ——————
1+ tan“x
9 1
cos“r = ———
1+ tan?x
dt

2 2
— =sec’xr =1+t
dx +

Asi la integral I queda como:

t2 1 \% 1
[:/ . . dt
1+1¢2 14122 1+1¢2

2
I:/ t2dt
(1+1¢2)4

que es una integral estudiada en la seccién 4.2, ejemplo 10, y nos da:

T sen2x sen4x sen 6x

I1=— — —
16 + 64 64 192
d) I=[+tanzdz.
I = / Sen dx :/ sen 2z cos” 2 x dx
V' cosz
m+n e g

Como = 0, usaremos la substitucion ¢t = sen = y obtenemos la
integral

I= /t%(l — %)~ 14t

Ahora aplicaremos una segunda substitucién siguiendo lo visto en la seccién
4.4. Haciendo

2z =t2, la integral I toma la forma:
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1—2z
Ahora debemos emplear la substitucién v = {/ ——, e I queda expresada
z
d
como [ =-2 / Y .
ut+1
Como

ut+1= w4+ vV2u+ 1) - V2u+1)

y ambos polinomios cuadraticos son irreducibles en R,

por desarrollo en fracciones simples podemos escribir:

= n + arctan —— + C.
ut+1l 42 1—V2utu? 2V2 1—u?

Volviendo a las variables originales:

u:</1—22</1_t2:4 Cos2x:\/m

z t2 sen 2x

/ du 1 ! 14+ v2u + u? 1 V2u

Finalmente,

1 1 1+ +vV2cotx +cotx 1 v2cotx

— arctan —— + C.

= —_— n J—
2v2 1—+2cotz+cotz 2 1—cotx

3. Integrales de: sen (ax)sen (bx) , cos(ax)cos(bx), sen (ax)cos(bx), a #b.

Se resuelven usando las férmulas trigonométricas que transforman productos en
sumas:

sen 6 sen ¥ = 1[cos(f — 1) — cos(f + 1p)]
cosf cos) = %[COS(G — 1)) + cos(0 + )]

[sen (0 — ) + sen (0 + )]

N[

sen fcosy =

Ejemplo 4.5.3
I = f sen 3x cos 7Txdx

= [ 1[sen (—4x) + sen (10z)]dx

= %00841‘— 2%00510:64—0.
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4. Integrales del tipo [ P(z) sen madz, [ P(z)cosmzdz , donde P(z) es un
polinomio.

Se calculan usando integracién por partes. Haciendo f(z) = P(z), ¢'(x) = senmz
tenemos que f'(z) = P'(z); g(z) = —L cosma. Por lo tanto,

1 1
J P(z) sen madx = ——P(x) cosmz + — /P’(x) cos mx dz.
m m

La segunda integral del miembro derecho se calcula nuevamente por partes. En cada
etapa baja en una unidad el grado del polinomio P(x) llegdndose finalmente a la
integral [cosmzdz o [senmx dx.

Ejemplo 4.5.4 I = [(2? — 3z + 1) cos 2z dx.

Integrando por partes tenemos que,

1 1
I= §(m2 — 3z + 1)sen 2z — 3 /(Qm — 3)sen2z dx

[(2z — 3)sen 2z dr = —3(2z — 3) cos 2z + 1 [2cos 2z dx
= —1(2z — 3) cos 2z + &sen 2z + C.

Asi,

I:
I:

(2? — 3z + 1)sen 2z + +(22 — 3) cos 2z — {sen 2z + C
1 1
(22 — 3z + i)sen 2r + 1(23: —3)cos 2z + C.

N[—= N[

5. Aplicacién de las integrales trigonométricas en el cdlculo de integrales de
funciones irracionales de segundo grado.

Las integrales que involucran potencias enteras de =z y de una de las raices:
Va?z —x2, Va2 —a?, Va?+ a? pueden ser transformadas en una integral de una
funcién racional en sen x, cosz, R(sen x,cosz), usando una de las sustituciones
r=sent, r=tant, xr = sect.

La substitucion = = asen ¢ : Para integrar una funcién que involucra potencias
enteras de z y de Va2 — 22, con a > 0 se usa la substitucién: = = a sen t.
Asi tenemos:
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2 2

— = acost, a? —x?2 = Va? — a? sen %t

dt
= a1 — sen %t = acost,

con t € (5,%), portanto, cost > 0.

Ejemplo 4.5.5 I—/
jemp é_xz

Si x =2sent entonces,

4 sen 2t
I:/ - 2costdt:4/ sen %t dt
2cost

1-— 2t
:4/%&:%— sen 2t +C
=2t—2sentcost+C

= 2arc sen%—g\/ll—xz—{—c.

La substitucién = = a tant : Esta es adecuada para integrar funciones que in-
volucran potencias enteras de z y de Va2 + a2, a > 0.

Haciendo z = atant se tiene

d _
d—j:asec%; Va2 +a?2=/a?(tan’t + 1) = asect pues te(Tﬂ-,g)-

.%'2

dx
2+ 16
Si x =4 tant entonces,

16 tan?t
I = /%4secztdt:16/tan2tdt

4 sec

Ejemplo 4.5.6 | :/

= 16/(sec2t— 1)dt = 16tant — 16t + C
—16- 2 — 16arctan(Z) + C
= 4 arctan 4

= 4z — 16 arctan % +C.
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La substitucion z = a sect : Es adecuada para integrar funciones que involucran
potencias enteras de z y de vz2 —a?; a > 0.

Haciendo = = asect se tiene:

dx
— = asecttantdt
dt

2 —a? = a|tant|.

Es necesario tomar el valor absoluto, pues para = < —a, t € (3, m) y por consigu-
iente la tangente de ¢ es negativa.

Ejemplo 4.5.7 I—/

V2 —
d
x = 3sect, d—§:3sect tantdt; Vx? —9 = 3|tant|. Asi,

9sec?t
I = /&-3secttantdt
3| tan t|

/QSecgtdt si z< -3

—/9sec3tdt si x> 3.

La integral J = / sec®tdt puede calcular usando la férmula de reduccién 4 de la

seccién 4.2.

1 1
J = —sect tant—i——/sectdt
2 2
1 1 t
= §sect tant + §ln\tan(§ —i—%)] +C

1 2_9 1
R L R NP P
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Por lo tanto,

9
I:g\/x2—9+§ln\x+\/x2—9\+0.

4.5.2. Integracién de funciones trigonomeétricas inversas.

1. La integral [ f(arc senz)dz.

Se calcula mediante la substitucién t = arc senx que transforma la integral en una
del tipo [ f(t)costdt. La cual puede calcularse en los casos en que f(t) es un
polinomio segun lo visto en el parrafo anterior.

Ejemplo 4.5.8 I = [(arc senz)?dz.

I = /tQCOStdt

Para esta integral podemos proceder como en el parrafo anterior o usar las férmulas
de reduccién 4.11 y 4.12.

Haciendo ¢ = arc senx,

I =t?sent —2 [tsen tdt
= t?sent — 2[—tcost + [ costdt]
= t%sent + 2t cost — 2sent + C'
= (t> — 2)sent + 2t cost + C

Como sent =z, cost =+/1— z2, la integral es,

I = ((arc senz)? — 2)z + 2v/1 — z2arc senz + C.

2. La integral [ P(z)arc sen zdz donde P(z) es un polinomio.
Se realiza por el método de integracion por partes.
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Ejemplo 4.5.9 I = [z arc senz dz.
Haciendo: f(z) = arc senz, ¢'(z) =2z tenemos,

1 22

f/(x):ﬁ; 9(z) = —

2
Asi,

x? x?
I= 5 arcsens — / 2\/ﬁdw
La segunda integral se puede calcular usando la substitucién trigonométrica x = sen ¢
y es del mismo tipo que la integral del ejemplo 4.5.5.

2
1
/ﬁ der = —%\/ 1—22+ §arcsenx +C
Finalmente,

2
1
I= %arcsenw — Zarcsenx + z V 1— 22 +C.

4.5.3. Integracion de funciones hiperbdlicas, exponenciales y logaritmi-
cas.

1. Funciones hiperbdlicas.

Mediante la substitucion = = au, dr = adu se obtienen las siguientes generaliza-
ciones de las férmulas de integracién dadas por el teorema 3.4.22.

T
= arccosh—; para |z| > |a].
a

/ dzx
Nz

2:

1 T
d —arctanh 5 para |z| < |a]
/a2 —z

x
—arccoth —; para |z| > |a]
a a

Usando la substitucién u = coshx y u = senh x se obtienen, respectivamente, las
férmulas:

f tanh z dx = Incoshz

[ cothzdx = In|senhx|.
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Mediante la substitucién z = a coshu se obtiene:

2
a T
Va2 —a?dr = ——arccosh — + =+v/ 22 — a?.
2 a a

Andlogamente la substitucién x = a senh u permite calcular:

2
a r
/\/@2 + 22dr = 5 arc senh — + 5\/0,2 — z2
a
s a a )
La substituciéon w = —; dr = ——du nos da las férmulas:
x U

1 x
——arcsen h—
a

/ dx B
A —a

1 a
——arcsen h—

/ dx B

aVrZ—aZ  a x

/ dx 1 L a
———— = ——arccosh —.
xva? — x? x

2. Integrales del tipo [ f(a”)dx.

Se calculan haciendo u = a”, Z—u =Inaa®. Asi, laintegral [ f(a”)dz se transfor-
x

ma en una de la forma

1
0w,
Ina u
Ejemplo 4.5.10 (1) [ = [ ———d
emplo 4.5. = .
Jjemp am+1$
Sea u = a®, entonces
1 1 1
J=— Zdu
Ina ) u+1 wu

Esta se realiza mediante la descomposicién en fracciones simples:
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1 —1 1
I—m[/u+1du+/ad“]

1
= —[-Inju+1]+Infu]+C
Ina

1 U z

= — C.
|u+1 +

1 a
=—1
|+C Ina nam—i—l

Ina

(2) I =[+V1-a%da.
1 V1i—u

Haciendo © = a® nos queda: [ = —
Ina U

substitucién y = /1 —u que nos da: y> =1 —u , 2ydy = —du. Por lo tanto,

du. Esto se calcula mediante la

-9 y2
= — d N
Ina | 1—y>2 s

que puede calcularse usando descomposicion en fracciones parciales, obteniendo:

— 1—
I= 22y +In[i2 ) +c

= m22VT—a +In |75+ C.
3. Integrales del tipo [ P(z)a®dzr, donde P(z) es un polinomio.

Utilizando integracién por partes se puede bajar sucesivamente el grado del poli-
nomio P(z). Sea

Asi,

P(.%') -a”® 1 / T
e na P'(z)a” dx.

/ P(z)a®” dx =
La integral del miembro derecho vuelve a integrarse por partes, hasta que finalmente
afl’

se llega a la integral [a®dz = —.
Ina
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Ejemplo 4.5.11 I = [(23 — 1)a”dx.

CAPITULO 4. LA INTEGRAL INDEFINIDA: CALCULO DE PRIMITIVAS

3 _ 1a®
I = @=la® 1 3x2a®dx
Ina Ina
(3x —1)a” 3 a2%-a® 1 /2 * d]
= — —[————— [ 2zad"dx
Ina Ina Ina
(23 —1)a®  322%a® 6 / .
= — d
Ina (Ina)?  (Ina)? vaar
(@ —-1)a"  3z%a” 6 [xa:” 1 “ da)
Ina (Ina)?2  (Ina)?'lna Ina @
(3 — 1)a® 320" 6 za” 1,
= — —_— - — C
Ina (Ina)? * (In a)Q[lna (In a)2a I+
23 —1)a*  322%a" 6za” 6a”
_ | Ja” _ 5 + 3 — 1 +C
Ina (Ina) (Ina) (Ina)
3 —1 372 6z 6

a® + C.

=1 Ina  (Ina)? * (Ina)® (lna)4]

4. Integrales del tipo [ P(lnz)dz; donde P(z) es un polinomio.

Utilizando la substitucién v = Inz, estas integrales pueden llevarse a una del tipo

anterior.

Si w=Inz, entonces, x = e",

dr = e"du. Asi,

/ P(lnz)de = / P(u)e* du.

Ejemplo 4.5.12 [ = [((Inx)? — 1)dz.

Haciendo v =1Inz.

I= /(u3 —1)e“du

Esta integral nos da como en el ejemplo anterior
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I=[u®~1-3u®+6u—6e”+C.
(Ine=1).

I = [u?—3u*+6u—Te" +C
I =[Inz)®-3(nz)?+6nxr—"T7z+C

5. Integrales del tipo [2"(lnz)™dx; m €N, n € Z.

Si n=-1

I (Ina)™
T

puede ser calculada con la férmula de reduccién 4.13.

dz, se realiza usando u =1Inz. I se transforma en [ e lu™du que

Si n # —1, se utiliza integracién por partes,

f=(nz)™; g =a"
m(lnz)™ 1 Tt
;1 mlina) o
x n+1
Por lo tanto,
n+1 1 m
/x”(lnx)mdx _ (o)™ _m 2" (In2)™ da.
n+1 n+1

Usando recursivamente integracién por partes se llega finalmente a la integral [ 2™dzx.

Ejemplo 4.5.13 I = [z3(Inz)?dx.

Aplicando la férmula con n=3 y m = 2, nos queda:

ri(nz)? 2
=202 sy
1 1/ (Inz)dz
r*(nz)? 1[2*lnz 1 3
= i~ - = d
1 2 [ 1 4/5'3 m]
r*(nz)?  2*(nz) 1 3
— 1 — S —|—§ z° dx
r*(nz)?  2*(nz) 24
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6. Integrales del tipo [ P(z)(lnz)™dz.

Estos contienen a las integrales recién estudiadas, por lo que se procede de igual
manera.

Ejemplo 4.5.14 I = [(23 — 1)(Inz)?dz.

Aplicando la férmula para P(z) =22 —1 y m =2 tenemos:

I= /x3 (Inz)? dz — /(lnx)Qdm.

La primera integral es la que hemos calculado en el ejemplo 4.5.13 , la segunda se
calcula usando lo descrito en 4 usando la substitucién =z = e* y obtenemos:

/(ln:n)2 dx = [(ln:n)2 —2Inz+2]z+C.

Asi,

4 2 4 4
I:x(lzx) o (;nx)+§—2+[(lnx)2—21nx+2]x+0.

4.5.4. Ejercicios propuestos

L sefxﬁsi“cfi e = gt (5) +tn (5) + 3 1n ran (3)] 4

1
2. / dr = —— — 2cotanz + C.
sen?z C082 Sen T cos T
1
3. / 7, = —|—ln{tan< )]—i—C
senz cos cos T
1
4. / 5 = - + In [secx + tan z] + C.
sen?x cos x sen x

5. /7dx In(tanz) + C.
Senx cos x

senx sen 7z

. sen 4 dxr = — .
6 fsen x sen 3z dx 5 11 +C
-1 T(x —1
7. [sen (4z — 4)sen (3z — 3) dx = >en (g ) _sen ii )+C
3 7
8. [senbz cos 2z dy = — S0 °0% Sl m—i—C

6 14
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9.

10.

11.

12.

13.

14

15.

16

17

18

19

20

21

22.

23.

24.

sen br  sen 1lz
| cos 8z cos 3z dx = TR +C
_b o b
[ sen az cosbrdr = —1 cos(@a—b)z  cos(atb)z .
a=b a+b
[ sen az sen bx dx = 3 sen (a—b)z _sen(at+b)z L C
a=b a+b
‘ | [sen (a—b)z _ sen (a+b)
fcosa:vcosbxda::§[ pa— " +C
1 6 4 2
[ cosx cos 2z cos 3z dx = 1 <ser16 ° Serl ’ +ser12 L —|—m> + C.
4
3
: /\/i—xgdx:_g(3+2$2) 1—$2+§arcsenx+0,

2
T
. /7@
V9 — 22 2
22
. /7@:
V9 + 22 2

22

. /7@
Va2 —9 2
1

—— arctan

1
. - dxr =
/x\/m2—9 3
Pt
. —_——dx =
V9 — x2
1
. ————dr=In(z+
/\/x2—16 (

1
[ te=

1
——arctanh (
3

d
_ arctan e® + C.

1 9
=z x2—9+§ln(x+

( 2 -9

3
V9 — 22

1 9
=—z 9—x2+§arcsen (%) +C.

1 9
—v9 422 — iarcsenh <£> + C.

3

z2—-9)+C.
)+c.

)+c.

22— 16) +C.

1 1

——In(x —2)+ -In(z+2)+ C.
4 4

[(2? — 2z + 1) e® dz = e*z% — 4e®x + 5e” + C.

/ (nz)> -2z +1] dz = (Inz)* —2zInz + 3z + C.

581
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1 1 2 2
25. [2*(Inz)3dz = gxg(ln z)3 — gx?’(ln z)? + 51'3 Inx — 2—71'3 + C.

Problemas Generales

1. Latemperatura en grados Farenheit (F°) de la ciudad de Valparafso, ¢t horas después
de las 11 : 00 hrs, se expresa, aproximadamente, mediante la funcién:

Tt
T(t) =60+ 17 —
(1) +17sen 1=

Calcular la temperatura promedio durante el periodo comprendido entre las 11 : 00
hrs y las 23 : 00 hrs.

Nota: La medicién de temperatura en grados Farenheit, es utilizada principal-
mente en los paises Anglo Sajones. La relacién de los grados Farenheit con los gra-
dos Celcius a los cuales estamos habituados, es de tipo lineal, donde 0°C equivalen
a 32°F, y 100°C equivalen a 212°F.

Solucién: a=11;b=23

_ 1 23 7t
T = 60 + 17 — | dt
23— 11 /11 ( +Hisen 15)
1 /23 /23 it :|
= — 60dt + 17 sen(—) dt
12 [ 11 11 (15)
1 ~15 282
=133 [6075 123 417 (T cos T |111§r>]

[720 — 62,9]

1
12
= 54,758  F

2. Calcular el valor promedio de f(z) = sen?(z) cos(z) en el intervalo [—m/2, 7 /4].

Solucién: Tenemos: a = 5+ y b= 7

Entonces, el valor promedio de la funcién es:
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b
7= 5= | fai -

3 /4 .
_ 4 [sen (x)] _ 4 [Sens (ﬁ) — gend <_7r>]
3w 3 —n/2 9 4 2

4 [ V2 ’ 4 V2
(2] 4

4 [a+v2] 4+V2
97 4 97

3. Considerar la funcién del problema anterior y encontrar el punto ¢ que satisface el
Teorema del Valor Medio.

Solucién: Como f(z) = sen?(x) cos(z) es continua en [—7/2, 7/4], el Teorema del
Valor Medio para integrales indica que existe un niimero c en este intervalo tal que:

/W/4 sen?(x) cos(z)dz = f(c) (Z B —_77)

/2 2

Luego, sabemos que f(c) = f = 442

Por lo tanto:

sen?(c) cos(c) = =0,1914...x0,2

De esta forma tenemos tres puntos ¢, que son ¢; ~ —m/6, co = 7/6 'y ¢35 =~ —Tr/15,

en el intervalo [—m/2, 7/4] que satisfacen el Teorema del Valor Medio para integrales

aplicado a f(x) = sen?z cos z.

4. Determine la ecuacién de la curva y = f(z), en base a la informacién que a contin-
uacion se detalla:
» Pasa por el punto (7,8).
= Tiene un punto cri1 tico en x = 7.

» El valor de su segunda derivada es In(8 — z), Y& € Dom(f)
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Capitulo 5

Aplicaciones de la integral

5.1. Calculo de areas

5.1.1. Calculo de areas en coordenadas rectangulares
b
Como hemos visto en el capitulo 3, si f(x) > 0 entonces, f(z)dz representa el drea

a
comprendida entre el grafico de la funcién, el eje de abscisas y las rectas verticales r = a
y x =b.

Supongamos que f y g son dos funciones no negativas cuyos graficos se cortan sélo en
(a, f(a)) y (b,g(b)) y, ademés,que g(z) < f(z). En este caso el drea entre las gréaficas de g
y f esta dada por
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g(zx) XL/

Si g(x) < f(z) y las funciones son negativas en alguna parte, el drea entre ambas
curvas también es A = fab(f(a:) — g(z))dz. En efecto sea m = inf{g(z); = € [a,b]}.

Definimos las funciones h y H por
h(z) = f(z)+2m > g(x) + 2m = H(x).

En esta caso el area entre h y H es igual al area entre f y g.
Por lo tanto,

Ejemplo 5.1.1 Calculemos el area encerrada por un circulo centrado en el origen y de
radio 7.
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Sean S, = {(z,y) € R?; 22 +y? =712}, f(x) = V7?2 —22 y g(z) = —v/r2 — 22, entonces
A:/ (f(a:)—g(a;))dx:/ 2\/r2—x2dx:2/ V2 —x?dx

T T

T
:2-2/ V2 — 22dzx.
0

Usando el cambio de variable:

x = rsen(f), tenemos dx = r cos(#)df.

Entonces,

A= 4/2 V1?2 —r2sen?(0) - rcos(0)dd
0

3 31 2
= /2 r?. 0082(9)d9 = 41”2/2 2 eoslef) C;S( ) do
0 0

=472 <g

ks 3 cos(20 "
. +/2 cos( )dﬂ) _ r27r+7‘2/ cos(v)dv —r2r
0 0 2 0

Por lo tanto,
A = 7.

Observacion 5.1.2

Si los gréficos, de las funciones f y g, se cortan en varios puntos, entonces se debe
calcular los puntos de interseccion de ambas curvas y analizar separadamente, el signo de
la diferencia de las funciones en cada tramo.

f g f
U
g fl 9
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A:/am(f—g)+/:<g—f>+/az<f—g>.

Ejemplo 5.1.3 Calcular el drea entre f(z) = 23 y g(z) = 2.

Solucién:

Calculo de los puntos de interseccién entre las curvas.

=1 = P -2=0 = 2*-1)=0 <= z@-1D(@+1)=0

— x=0,1, —1.

Las curvas se cortan en los puntos: (—1,—1), (0,0)y (1,1).
Por lo tanto, el area se calcula separando las integrales:

A:/O(x3—x)dx+/ol(x—x3)dx

-1

0 4 0 1 1
3 2t x
/1(:” z)dx 2l T 17271

4
1 2 4
/O(x—x?’)da::%—%

Asi,
1

5.1.2. Calculo de areas usando ecuaciones paramétricas

Hemos visto en el parrafo anterior que ¢l drea bajo una curva y = f(x), cuando f es

positiva y = € [a, b] es:

A= /ab f(z)dx = /ab y(x)dx
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Si las ecuaciones de la curva vienen dadas en términos de un parametro, es decir:

x = x(t)

y=y(t);t € a,0]
Recordando lo visto en la subseccion 2.6.3 del cédpitulo 2 y usando la férmula de cambio
de variable se tiene:

A= /tl2 y(x(t))z—jdt.

z(t1) =
CE(tQ) b.

Ejemplo 5.1.4 Calcular el drea bajo un arco de la cicloide:

Donde:

z(t) = at
y(t) = a(l — cost), a positivo.

Solucién: y(t) > 0 para todo t € R . Un arco de la cicloide estd comprendido entre
dos ceros consecutivos de y(t).

y(t) =0 <= a(l —cost) =0 <= 1=cost
<~ t=2km keZ.

Consideraremos el arco para t € [0, 7.

A:/ y(t)d—xdt:/ a(l —cost) - adt
0 dt 0

s

= a2/ (1 —cost)dt = a®(t —sent) .= a’r.
0

Ejemplo 5.1.5 Calcular el area encerrada por la lemniscata de Gerono estudiada en el
ejemplo 2.6.16 de la subseccién 2.6.3.

{x(t) = cost

y(t) =sen2t, tel0,7].
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~

Solucién: Como esta curva es simétrica con respecto a los dos ejes, basta calcular el
drea de un cuadrante.

A

1 0 dr 0
/ y(x)dx :/ y(t)adt :/ sen2t - (—sent)dt

=0 /2 /2

0 /2 sen®t (/2 2
= —/ QSent-cost-sentdt:/ sen®tcostdt = 2 = —.
/2 0 3 o 3

5.1.3. Calculo de areas en coordenadas polares

Sea Sy (z0, yo) un circulo de centro (xg, yo) y radio r. Sabemos que el sector de S,.(xo, yo)
comprendido entre los dngulos v = Oy v = 0y + 0 tiene drea —6Or>.

Suponemos ahora que 7 = f(0) y que x = f(f)cosf, y = f(f)senh es una curva en
el plano (z,y) expresada en coordenadas polares. Vamos a calcular el drea de esta curva
comprendida en el sector determinado por los dngulos # = a y 6 = como podemos ver
en la siguiente figura.
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Con este proposito dividimos el intervalo [a, 3] en subintervalos [#;_1,6;] de modo
que :
a=0p<0;<---<0,=0.

En cada subintervalo, elegimos un punto cualquiera §; € [0;_1,0;] y formamos la suma
de Riemann que representa la suma de las dreas de los sectores circulares de angulos 6;_1

y 0; y radio f(&):

)

De acuerdo a lo sefialado tenemos que la suma S de las areas de los sectores circulares
de dngulos 0; — 0,1 y radios f(§;) es:

$=> % (&) (0 = 0i1) .
=1

En este caso lo que hemos hecho es aproximar el area que nos interesa calcular con la de
los sectores circulares de radio constante. Para obtener el area exacta debemos afinar la
particién haciendo tender n — +o00. Asi, obtenemos que el area estd dada por la respectiva
integral.

B
Area — /a S (0)do.

Ejemplo 5.1.6 Encuentre el drea acotada por la curva r = 24 cos 6 y los angulos 6 =0
y 0 =m/2.

Soluciéon: De acuerdo a lo visto en el capitulo 2, seccién ??, la curva representada por
la ecuacion es una cardioide. El area pedida corresponde a la zona marcada en la figura.

(/I
L
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/2 q 1 [7/2
A= / 5(2+cos9)2d0 = 5/ (4 + 4cos 0 + cos® 0)do
0 0

w/2 w/2 w/2 .
:2/ d6+2/ cosﬁdﬁ—i—l/ Md@.
0 0 2 Jo 2

/2 1 [7/2 1 [7/2
:71'—{—286110‘ —i——/ d0+—/ cos(260) db
0 4 Jo 4 Jo

T 1 [7/2
:7T+2+—+—/ cos(20) db.
s 1),

Haciendo el cambio de variable para la ultima integral,

u =20
du = 2d6,
nos queda:
T 1 [T/? du
A= 24+ —+ - - —
T+ +8+4/0 cos(u) 5
= g7T + 2.

8

Ejemplo 5.1.7 Encuentre el drea que encierra la curva r = 2 sen (30).

Solucién: Como en todo calculo de area, es importante y tutil, hacer previamente el
grafico correspondiente.

©(0) = 2sen(30).
Usando la aprendido en el capitulo 2 vemos que la curva es una rosa de tres pétalos. En
particular, la curva es es simétrica con respecto al eje Y. en efecto,
o(—0 + ) = 2sen (—360 + 3m)
= 2[sen (—30) cos(3m) + cos(—30) sen (3)]

= 2sen (—36)(—1) = 2sen (36) = p(0).
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Sea Ay en area encerrada por el pétalo del primer cuadrante, por lo tanto, el drea
solicitada es 3Ag.

w/3 1 w/3
Ay = / 5(2 sen (36))2d6 = 2/ sen? (30)d6.
0 0

Haciendo el cambio de variable ,

u =30
du = 3d6,
nos queda:
K 2 s
Ay = 2/ sen? (u)@ = —/ sen? (u)du.
0 3 3Jo

Usando la férmula del angulo doble, obtenemos:

2 [™1—cos2 I I L[
Ag = _/ wdu = —/ du — —/ (:os,(2u)duE - —/ cos(2u)du.

Nuevamente, cambiando de variable

v =20
dv = 2d0,
nos queda:
1 2
AO:E——/ cosv— =7/3
3 3/

Por lo tanto,
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Ejemplo 5.1.8 Encuentre el drea en el interior del circulo r = 5cosf y fuera de la
cardiode r = 2 4 cos 6.

Solucién: El area solicitada es la achurada en la siguiente figura.

Calculo de los puntos de interseccién de ambas curvas:
2+4cosf =bcosf < cosf=1/2 <— O=n/3,—7/3.

Ahora, calculamos el area encerrada por cada curva.
Sean Aj el area encerrada por el circulo y sea As el drea encerrada por la cardioide:

w/3 1
A = / ~25 cos® 6d0
—7/3

w/3 1
Ay = / —(2 +cos€)2d6?.
—7/3

Por lo tanto, el area pedida es:

1 w/3 1 w/3
—/ 25 cos? 0df — —/ (2 + cos0)2df = sm + V3.
2 —m/3 2 —m/3 3

Ejercicios resueltos
1. Calcule el area de un circulo, usando:

a) Su ecuacién en coordenadas rectangulares.

b) Sus ecuaciones paramétricas.

Solucién:
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=

Figura 5.1: Gréafico de un circulo de radio r

) 2% 4y?=r?
y = +Vr? — a2 r<z<r.

Usando simetria tenemos:
T
Area = 2/ V2 — z2dzx.
-T

Esta integral se calcula usando el cambio de variable:

r =rsend
dr = rcos8db.

Este cambio de variable implica el siguiente cambio en los limites de integracion:

r=r <= senf=1 < 0=m7/2.
r=-r <= senf=-1 < 0=—n/2

Entonces nos queda:

Area:2/ \/r2—m2dm:2-/ V12 —r2sen?26r cosfdb

w/2
=2. / r? cos® 0df
—m/2

w/2
:27‘2/ 1—|—00829d9
77‘(’/2 2

w/2 w/2
= 7°2/ do —1—7"2/ cos 260 df
—7/2 —7/2

= 7rl.



596 CAPITULO 5. APLICACIONES DE LA INTEGRAL

b) La ecuacién de la circunferencia centrada en el origen y de radio rg en coorde-
nadas polares es r = ry. Por lo tanto,

1 2
Area = —/ r%dé’ = 7r7"§.
2 Jo

2. Calcule el area de una elipse cuyos semiejes son 2 y 3, usando:

a) Su ecuacién en coordenadas rectangulares.

b) Sus ecuaciones paramétricas.

(1)
[

Figura 5.2: Gréfico de una elipse

2 2 2 2
a) %+%:1 — y2:9<1—%> = y:j:?)\/l—%.

Por lo tanto, usando la simetria de la curva,el drea A pedida es

2 2
A:2/ 3-4/1- 2 da.
L 1

Esta integral, como en el caso anterior, se calcula usando el cambio de variable:

r =2cosf
dr = —2senfdf.

Este cambio de variable implica el siguiente cambio en los limites de integracién:

Solucién:

r=2 < cosf=1 < 0=0.
r=-2 <= cosf=-1 < 0=—m.

Entonces nos queda:

0 0
6/ senf(—2senf)dh = —12/ sen” 6 df

—Tr —Tr

01 —cos?2 12
- —12/ %gdﬂz—g(w) = 6.

A

—T
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3.

b) En virtud de la simetria de la curva, el area de la elipse es 44 donde A es el
area bajo la curva en el primer cuadrante. Las ecuaciones paramétricas de la

elipse son:
y =3send
r =2cos, Ogﬁgg
Como dx = —2senfdf el area queda expresada en la forma:

2 w/2
A= / y(x)dr = —/ 3senf(—2send)dd
0 0
2

w/ w/2 7r/21_ 9
:6/ sen29d9:6/ (1—00529)d0:6/ Locos20 i
0 0 0 2

3[9_ sen29};f/2 B 327r'

5 2
Asi, el area encerrada por la elipse es 44 = 67.

Calcule el drea comprendida entre la curva y = e~ 1%l el eje X y las rectas 2 = —2 y

T =2.

Solucidn:

Figura 5.3: Area comprendida entre y =0, z = -2, x =2, y = e~ lel

Como y(z) = e~ 17l es una funcién par, ella es simétrica con respecto al eje Y .Entonces,
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2 -2
Area =2 / e fdx = 2/ e*(—du)
0 0

-2 _ B
, =2 P =201-¢€?).

= —2¢e"

4. Calcule el drea encerrada por la curva y = |senz| y el eje X cuando z € [0, 4n].

Figura 5.4: Gréfico del drea comprendida entre y = |sen x|, el eje X, con x € [0, 47]

Solucidn:

T 2 3m 4
Area = / sen xdx + / —sen zdz + / senx + / (—senx)dz
0 L 2 3

=24+2+2+2=28.

5. Calcule el area encerrada por las curvas:

a) y=senz ,y=coszx cuando z € [0, x].

b) y=senzx ,y=|cosz| cuando x € [0, 7].

Solucién:

Figura 5.5: Gréfico del area comprendida entre seno y coseno entre Oym
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a)
w/4 ™
Area = —/ (senz — cos x)dz +/ (senz — cos x)dz
0 w/4
w/4 ™
= —(—cosz —senx) + (—cosx —senx) P
2 2
=V2-1+V2+1
= 2V2
b)

cosz, size€[0,7/2]

y(x) = |cos 2| = {

—coszx, siz € [r/2,7].

Figura 5.6: Gréfico del drea comprendida entre y = senz y y = | cos x|, con z entre Oy 7

w/4 w/2
Area =2 / (cosz —senx) + 2 - / (senx — cos x)dx
0 /4
w/4

/2
=2 (senx + cosx) .

+2-(—cosz —senx)

() (2]

=2(v2-1)4+2(vV2-1)=4(vV2-1).

/4 N

6. Calcule el drea comprendida entre las curvas y = 23, y = ¢/, y las rectas z = —1 y
Tz =3.
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7

Figura 5.7: Gréfico del drea comprendida entre y = 23, y = ¥/, y las rectas z = —1 y
z=3

Solucién:

Observemos que el drea entre las curvas en [—1, 0] es igual al drea en [0, 1] . entonces
el drea pedida es:

(-9 (40

3 81 VBl 87-3V3
2 4 4 47

7. Calcular el drea encerrada entre las curvas f(x) = 2% + 23+ 162 —4 y
g(z) = z* + 622 + 8z + 4. Ejercicio propuesto en el libro de G.W. Bluman, ( ver



5.1. CALCULO DE AREAS 601
bibligrafia).

Solucién: Para evitar graficar los polinomios de cuarto grado, podemos trabajar
con la diferencia de los polinomios f — g. Para calcular el area comprendida entre
ambas curvas debemos conocer los puntos de interseccién de ambas curvas lo que es
equivalente a conocer las raices del polinomio f — g.

(f —g)(z) = 2 — 62 + 8z = z(x — 2)(x — 4).

flz)—g(z) =0 <= z(z—-2)(z—4) =0 <= z2=0 6 z=2 6 =z =4

Por lo tanto, el area, A, encerrada entre ambas curvas es la correspondiente cuando
4

x € [0,4]. Entonces, A = / |f(z) — g(x)| dz , para lo cual es necesario conocer el
0

signo de f — g.

15

10

an

-10

-15

Figura 5.8: Gréfico del area encerrada entre el eje X e y = 23 — 622 + 8z

es positivosi 0 <ax <2

(f —9)(x) {

es negativo si 2 <z < 4.

Asi, tenemos que:
A = [ - gni+ [ 6w - s
/:(f(:n) ~g(z)) = /02(953 — 622 + 8x)dx = <5”—4 — 223 + 4m2> (Z —4
/24(9(95) ~f@) = /24(6332 — % 8r)dr = (2953 N 4@«2) (4 —4

Por lo tanto, el area pedida vale 8 unidades de area.
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Calcule el area acotada por la curva f(x), el eje X y las rectas z = =2y = = 2,

donde:
|z — [x]] si [z] es par
|z — [+ 1]| si[z] esimpar

)= {

Solucién:
Para graficar la funcién y visualizar la region cuya area queremos calcular, observe-
mos que:

» Si x€[-2, —1], entonces [z] = -2,

» Si x€[-1,0[, entonces [z] = —1,

= Si z€]0, 1], entonces [z] =0,

» Si x€|[l, 2], entonces [z] =1.

Entonces,
lt —(-2)|=|z+2/=x+2 sizel[-2, 1]
flz) = |z — 0] = |z] = —x siz e [-1,0[

|z —0] = |z| == siz e [0, 1]
lr—2|=2—=x size[l, 2

Del grafico vemos que el area es cuatro veces el area del tridngulo rectangulo de base
1 y altura 1. Es decir,

p 1
Area=4.-- =2.
2

xT

Calcule el area de la regién del plano acotada por las curvas y = e”, y = e % y las

rectas x = -1y x=1.
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[

L

4

2
L

Figura 5.9: Gréfico del drea acotada por por las curvas y = e*, y = e~ * y las rectas ¢ = —1
yr=1.
Solucién:

A= /0 (c® —ef)da:+/01(el‘ e ")da.

-1
0 0
. / (efm—em)dxz—efm—ex){il = 1l-14+el4+e=e+e -2

1
. / (ex—e*x):(ex—ke*m)‘é:e—i—e*l—(l—i—l)):e—i—e*1—2.
0

Por lo tanto, el drea pedidaes:e+e ' +e+e ! —4=2c+e ! -2).

10. Calcule el area de la region del plano acotada por las curvas y = coshz e y =2 .

Solucidn:

\_1_/
N

-i =L 1 &

Figura 5.10: Grafico del area entre y = coshz e y = 2
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Sea zg tal que coshzy = 2.

xo = arccosh (2) <= 2=coshzy < zp =2+ V3).

Zo

Zo
A 2/ (2 — cosh z)dx = 2(2x — senh ) .
0

= 2(2z9 — senh zg).
Usando la identidad fundamental de las funciones hiperbdlicas:
cosh? z — senh®z = —1,

tenemos que:
senh? 2y = cosh? 2o + 1 = 5.

Por lo tanto, el drea pedida vale: 2(21n(2 + v/5) — V/5).

3
11. Demuestre que el area de la region acotada por la curva llamada astroide es 3™

Sus ecuaciones paramétricas son:

z(t) = 2 cos®t , t €10,2n).
y(t) = 2sent , t € [0, 27].

Su ecuacioén en coordenadas cartesianas es z2/3 + y2/ 3 =923,
Solucién:

Usando la simetria de la curva tenemos que:

2
Area = 4/ y(z) dz.
0
Escribiendo la integral en términos del parametro ¢, nos queda:

2 w/2
Area = 4/0 y(x(t))dz(tt) dt = —4/0 2sen®t - 6 cos? t(— sent)dt.

Asi,

w/2 w/2
A= 48/ sentt cos? dt = 48/ sentt(1 —sen?t) dt
0 0

w/2 w/2
=48 / sen4tdt—/ sen® tdt| . (5.1)
0 0
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lnd
t

'
/

/

"AA
]
.
)

N
F
+

N}
—
=

Figura 5.11: Astroide

Para calcular cada una de las integrales que nos conduciran al valor del area, usare-
mos las formulas de reduccién estudiadas en el capitulo 4.

sen" lzcosz n-—1

I, = /sen” zdr = — + I, o.
n n

w/2

/2 5¢ t
/ sen® tp — _ S teost
0 6

Ahora calculamos,

71'/2 3t t 7T/2 3 7'(/2 3 7'(/2
/ sen tdt = _Senteost +—/ sen? tdt = —/ sen? tdt.
0 4 Jo 4 Jo

4 0

Finalmente,

/2 /29 _ 2% /2
/ sen’ tdt = / &dt _T_ / cos 2t dt
0 0 2 4 0
T
4

1 1 71'/2 1 ™
——-—/ (Coth)'th:z——/ cosvdv = =
0 4 Jo 4

N | —

2 2 4
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w/2 3
4
tdt == T,
A Sen 12

Reemplazando los valores de las integrales en la ecuaciéon 5.1 obtenemos el valos
pedido:

Por lo tanto,

A:48[3—7r—5 3 m _37r.
16 6 4 4 2
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12.

13.

i 1
Encuentre n € N tal que el drea encerrada por las curvas 2" y /™ sea igual a =.

Solucién:

Estas curvas encierran area sélo si x € [0,1] .

1 1 1
A = / (2" — 2™ da = / 2/ dy — / "dxr =
0 0 0

R 1o 1 a1
| (1/n)+1 n+l] n+l n+l1 n+l n+l nt1
n

1
Como queremos que el drea sea igual a 2 debemos resolver la ecuacion:

n—l_l
n+1 2

lo que da el valor n = 3.
. Cual es el drea A comprendida entre la curva y = zsenx , el eje X y las abscisas

r=knyrx=(k+1)n?7k=0,1,2,......
Calcule el drea A, comprendida entre las abscisas 0 y n.

Solucién:
Observemos que el area pedida es
nm
A:/ x| sen x| dz.
0

Como z es positiva en el intervalo de integracién, basta analizar el signo de senx .

es positiva si  x € [2kw, (2k + 1)7]
sen
es negativa si  x € [(2k + )7, 2km].

La integral

(k+1)m
I, = / T sen xdzx,
k

™

se calcula por partes y obtenemos:
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(k+1)m (k+1)m
I, = —x-cosz +/ cosrdr =
km km
(k+1)m
= —(k+ 1)mcos(k + 1)7 + kmwcos km + senx
km

= —(k+ 1)7 [cos(km) cos m — sen km sen 7| + km cos(km) =
= (k+ 1)m cos(km) + km cos(km) = (2k + 1)m cos(km)
= (=D*2k + D).

Ya que cos km = (—1)*. Como se trata de calcular el area tenemos,
A= [ = 2k + )r
Para calcular el area comprendida entre 0 y nm observemos que:

Si n=1, area = .
n =2 area = 7w+ 3w = 4.
n=3 area =7m7+3n+57r =97
n=4 éarea = 7w+ 3w+ 5w+ 7w =167
n =25 area = 7w+ 3w+ 57+ 7w+ 91 = 257.

Con estos cdlculos podemos intuir que
A, = n’r.
Esto puede ser demostrado por induccién y se deja al estudiante.

0
Calcular el area encerrada por la curva polar r = sen (5 , estudiada en la seccién

7?7 ejemplo 2.6.19.

Solucién: Sabemos que el drea encerrada por una curva en coordenadas polares
estd determinada por:

b
1
A= / §r2d6 ;[a,b] intervalo de variacién de 6

En nuestro caso la curva existe en el intervalo [0, 47], pero debemos restar algunas
areas que se repiten:
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An 9 z 0 %7‘( 2] 4m 0
2 (VY _ 2 (Y _ 2 (Y _ 2 (VY
/0 sen <2> do /0 sen <2> db /gﬂ sen <2> do /zﬂ sen <2> do

47 5 %ﬂ A7
/0 (1 —cos(0))dbd — / (1 — cos(0))dd — (1 — cos(0))dd — (1- cos(ﬁ))d&}

3 7
0 57’( 57’(

[ mee) - (mee)) o (e

e e e T T
27T S€H27T 27'1' 561’1271' 7 27T S€H27T

+

1 1
:Z{2w+1+1+1+1}21{2w+4}=g+1
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Ejercicios propuestos

1. Calcule el area de la regién encerrada por las curvas y = z" e y = 2", n,m € N.

2. Demuestre que el area de la regiéon encerrada por un arco de la cicloide y el eje X
es 3ma®. Las ecuaciones paramétricas de esta curva son :

{x = a(f —sen#)
y = a(l — cosf)

donde a es una constante positiva y 6 € R.

i L 3

Figura 5.12: Cicloide
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5.2. Calculo de longitudes de curvas

5.2.1. Calculo de longitudes de curvas en coordenadas rectangulares
Nuestro objetivo es ahora calcular la longitud del grafico de la curva f entre a y b.

Supongamos que f : [a,b] — R es una funcién con derivada continua.
Consideremos pa particién del intervalo [a, b]:

b— b— b—
{a,a—l——a,a—i—Q a,...,a—i—(n—l) a4
n n

d

b}

d

Si denotamos por L; la longitud de la poligonal entre [t;_1, f(ti—1)] ¥ [ti, f(¢;)] con i =
1,2,...,n, tenemos

Li = /(ti —ti1)? + (f(t:) = [(tim1))%
El teorema del valor medio asegura la existencia de un nimero ¢; € [t;—1,t;], tal que:
fti) = ftio1) = f'(ci)(ti — tio1).
Asi,

Li = [ti — ti—a| /14 (f'(ci))*

Por lo tanto, la longitud de la poligonal es
YoMt =t VT + (F(e)?. (5.2)
i=1

Como f tiene derivada continua, entonces la funcién g(z) = /1 + (f’(z))? definida sobre
[a,b] y con valores en R es continua y por lo tanto integrable. La ecuacién 5.2 es una suma
de Riemann de g, asi cuando n — 400, dichas sumas convergen hacia la integral de g.

b n
/a g(w)dx = nhjgog ti — tiv1lg(ci).
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En consecuencia, la longitud de la curva f entre x =ay x = b es:

b
Ly :/ V14 (f'(x))?de.

Esta ultima férmula representa la manera de calcular la longitud de un grafico de una
funcién.

Ejemplo 5.2.1 Calcularemos la longitud de un circulo centrado en el origen y de radio

T.
Sea f(z)=vr2—a? —r<z<r
L= [ VITG@rd
F(w) = 507 =) 73 (-20) =~ s

Por lo tanto,

b= [ 1 dx—/_rF =

Si consideramos el cambio de variable rv = x, entonces rdv = dz, lo que implica

/_rm / rmzr/_tﬁ'

Haciendo nuevamente un cambio de variable:

v =senb
dv = cos 0 db,

la integral se reduce a :

Por lo tanto,
" x
L =17Tr- / —_— =
f SR/
Ya que el circulo tiene dos veces esta longitud se cumple que

Longitud del circulo = 27r.
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5.2.2. Calculo de longitudes de curvas dadas por ecuaciones paramétri-
cas

En esta seccién vamos a calcular longitudes de arco de curvas expresadas mediante
ecuaciones paramétricas. Para ello se recomienda al estudiante recordar lo visto en la
subseccion 77 del capitulo 2 para graficar este tipo de curvas. Consideremos la curva
parametrizada:

De lo visto en la seccién anterior, sabemos que la longitud de la curva y = h(z) en [a, ]
esta dada por:

= /b V14 (W(x))?dx,

dy _ dy/dt
dr — dx/dt

donde a = f(ty) y b= f(t1). Como h'(z) =

entonces,

dy/dt
/
/\/1—|—h dm—/ 1+ d/dt

bat |(dx dy [ rde\?  [dy\?
ax (E) *(ﬁ w= | <a> + () @

{x(t@
z(ty)

Donde,

I
SR~

Ejemplo 5.2.2 Calcular la longitud de arco de la curva

r=1+1
y=2t92 -4, 1<t<3
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Solucién: Tenemos z’ = 3t 3 = 9t7/2. Luego,

3 3
L:/ \/9t4+81t7dt:3/ t2\/1 + 9t3dt
1

1
Usando el cambio de variable :

w=1+9t3 du=27t%dt,

1 3 1 244
L = —/ 27t2\/1 + 9t3dt = = Vudu
91 9 J1o
- .2 -~ (1409t =
g 3 W, =g (1H9)TT
2

- ((244)3/2 - 103/2) .
Ejemplo 5.2.3 Encuentre la longitud del arco de la cicloide:

{x = a(f — sen 0)

y =a(l —cos¥b).

Solucién:

- L) ()

2 2
=a V(1 = cos )2 + sen20 = a V1 —2cosf+ 1df =

0 0

27 2T
=a \/2—20080d0:\/§a/ V1 — cos 0d0.
0

0

Para calcular esta integral usaremos la férmula trigonométrica

sen <€> = ﬂ < 2 sen <g> =1 — cos@.

2 2

0
Usando el cambio de variable: u = 2 entonces du = 5 %8 decir, 2du = df. Entonces
nos queda:

2T s
L =+V2a- ﬂsen%d@zQa'/ senu - 2du
0 0

s

= 8a.

= 4a(— cosu)
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5.2.3. Calculo de longitudes de curvas en coordenadas polares

Vamos ahora a obtener una férmula explicita para la longitud de una curva en coor-
denadas polares.

Como ya sabemos

{x(@) =rcosf
y(0) =r sen 0.

Si r = f(f) entonces:

x(0) = f(@)cosh Z—z = f'(0) cos — f(6)send
y(0) = f(@)senf | % = f(0)send + f(0) cosb
y, entonces

b dz\? dy 2
s /90 W@) *(@) =

01
— /0 \/(f'(e) cos O — f(0) sen0)* + (f'(0) sen O — f(0) cos, 0)*dl =

01 ) B 01 dr 2
s = [ vTeEEaere = [ e () @

que es la expresién buscada.

Ejemplo 5.2.4 Encuentre la longitud de arco de la curva: r = 3e%0,0 € [0,7/6] en el
plano (z,y).

Solucidn:

/6 w/6
5 = / v 9e49 4 36e49d0 = / V45e49 49
0 0

/6 3 w/6
= 3\/5/ e?0dh = <§\/5620> =
0

0

= )
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Ejercicios resueltos

1. Calcule la longitud de un circulo, usando:

a) Su ecuacién en coordenadas rectangulares.

b) Sus ecuaciones paramétricas.

Solucidn:

a) P+ =rl—=y=r-2?2=yl)==Vr2—a2; r<z<r

Usando la simetria de la curva:

L=2 [ ViT (@)
con f(x) = vVr? — a2

Lo cudl implica que:

_ —2x _ —x
2V/r2 — 2 2 — g2

Por lo tanto:

r 1’2 J r r J
L=2 1+ -2 m:2-/ L
/_r r? — x? o2 — 22

Usando la sustitucion,xz = rsen 6, dx = r cos 0df

/2y rcosOdf /2 T T
L=2 —_— = 2r do=2r (= — (= = 27r
/_w/z Vr2 —r2sen? /2 <2 ( >>

b) Las ecuaciones paramétricas del circulo son:

f'(x)

x(t) = rcost,

y(t) = rsent,t € [0,2n]

2 de\ 2 dy 2
Asi, L = — — | dt =
ai= [M(5) (%)

2T om
= / V(=rsent)? + (rcost)2dt = / rdt = 2mr.
0 0
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2. Calcule la longitud de las siguientes curvas en un intervalo cualquiera [0, x].

a) La catenaria: y = coshx
b) La pardbola: y = 2

¢) La pardbola semicibica: y = z/2

Solucién:

a)
L:/$\/1+(y’(m))2dac:/x\/1+senh2 =
0 0

X
= senh z

X
= / cosh zdx = senh =
0 0

b) L:/Ox\/l—k(y’)?du:/Ox\/1+4u2dv

Sea 2u = senhv — 1 + 402 = 1 + senh? v = cosh2? v
2du = cosh vdv

x arcsenh (2z) h
/ V1+4v2do = / (coshv) - O gy =
0 0 2

1 [arcsenh (2z)
= —/ cosh?(v)dv =T
0

2

Como cosh(2v) = cosh? v + senh? v =

= cosh?v + cosh?v — 1 = 2cosh?v — 1

h(2 1
o, PR T (;) R (cosh v)?

V=

I l/arcsenh (2z) 1 —{—COSh(Q’U)d
2 /s 2

1 arcsenh (2z)
= —arcsenh (2x) + — / cosh(2v)dv
4 4/,

1 1
I = Zarcsenh (2x) + 3 senh(2 - arcsenh (2x))
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3
¢) Siy=ax%? entonces y = 51'1/2.

9
VI (y)? =1+
L:/ 1—i—gudu
Y 4
9

Seavzl—l—zu

Luego:

Por lo tanto,

Entonces dv = %du

Luego,

3. Calcule la longitud de la curva dada por:
z(t) = e 'cost
y(t) = e tsent , t €[0,7/2].

Solucion:
2'(t) = —e"tcost — e tsent
y'(t) = —e"tsent + e tcost

(& (0) + (5 (1))? =

t
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e 2t cos? ¢ + 2¢~2t costsent + e 2tgen?t + e 2tsen2t —2e *sentcost + e 2t cos?t =
2e~2

/2 w/2
[ veer T wara = [ Ve
0 0
/2
= \/5/ / eldt u=—t,du= —dt

—7/2

—7/2 —7/2
=2 u) —V?2 edv = —/2e* =
/ —du) / d 0
- V2 [e—”/Z 1=Vl -

4. Demuestre que la longitud de la curva llamada astroide es 12. Sus ecuaciones
paramétricas son:

z(t) = 2 cost
y(t) = 2sent , t € [0, 27].

Su ecuacién en coordenadas cartesianas es z2/3 + y2/ 3 =22/,

Solucién: L = \/ '(t))2dt
0
'(t) = —6cos®tsent = (2'(

x t))? = 36 cos* tsen? ¢t
y'(t) = 6sen®tcost = (y'(t))>

= 36sen?tcos?t

V(@2 + ()2 = /36 cost t sen? t + 36sen2 t cos? t =
— 6+/cos? tsen? t(cos? +sen2t) = 6 - Vcos2 tsen? ¢

= 6| costsent|

Sea h(t) = costsent.

3
Esta funcién es > 0sit € [0,7/2],< 0sit € [7/2,7], > 0sit € [7?, g} y <0 si

3
t e |:77T,27[':|
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2m w/2 ™
Asi, L = / 6|sentcost|dt =6 - / sent cos tdt — 6/ sent cos tdt+
0 0 T

/2
3m/2 2w
6 / sentcostdt — 6 / sen t cos tdt
3
iy

ST
2

Siwu=sent, du = costdt

1 -1 0
Por lo tanto, L = 6 - /udu—G-/udu—i—G/ udu—6/ udu
0 0 -1
1 0 0
=6- /udu—|—6/ udu — 6 /udu—ﬁ/ udu =
0 1 —1

1 w2 210
=12 /udu—12/ udu =12 - —
0 1 2

_12.u_
2
=12 1 12-(0 1 =6+6=12
- 2 2/ S

1

0

5. Demuestre que la longitud de la curva llamada cardioide es 16a. Sus ecuaciones
paramétricas son:

x(t) = 2a cost(1 + cost)
y(t) = 2a sent(l + cost) , t € [0,2m].

Su ecuacién en coordenadas cartesianas es (2 + y? — 2ax)? = 4a*(2? + ).

2/(t) = —2asent — dasentcost = —2asent — 2asen(2t)

lucién:
Solucién y'(t) = 2acost + 2acos®t — 2asen®t = 2a cost + 2a cos(2t)

Asi,

(' (t))? 4+ (¥ (t))? = 4a®sen® t + 8a” sen t sen(2t)

+ 4a” sen®(2t) + 4a® cos? t 4 8a? cost cos? (2t) 4 4a? cos(2t)
(' (t))* 4+ (v (t))? = 4a® + 8a®(cos t cos 2t + sen t sen 2t) + 4a*

= 8a® + 8a’ cos(t)

= 8a*(1 + cost)

t
= 8a*-2cos” | = ).
a COS <2>
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2 2 2
Asi, L = / V(2?4 (y')2dt = / 16a2 cos?(t/2) = / 4a| cos(t/2)|dt =
0 0 0
s 2
= 4a/ cos(t/2)dt — 4a/ cos(t/2)dt
0 s

20 =t = 2dv=dt
w/2 T
L= 4a/ cos v - 2dv — 4a/ cos(v) - 2dv
0 i

/2
w/2

— 8asenwv

s
L = 8asenwv

0 /2

= 16a.

6. Verificar que el calculo de la longitud de la curva r = sen (g), da origen a una integral
eliptica.

Solucién: Del estudio de esta curva hecho en la seccion 77, ejemplo 2.6.19 tenemos
que:

dy 1 0 0
0= §sen(9) cos <§> + sen <§> cos(0)

de 1 6 0
9 = 38 <§> cos(f) — sen(f) sen <§>

Entonces:

dz\> [dy 1 01> 1 0 0 2
<%> + <@> §cos—cose—sen05en 2} + [isenﬁcosi—i—senicose

0 50 0 0
0822008 6 + sen® 0 sen’ §—cos§cosﬁsen9sen +

0 0
2~ cos? 9—|—sen9(:os§sen§cosﬁ

20 29 +
sen? 6 cos® — + sen
2 2

29

2 2 [0052 6 + sen? 9]

9
cos 2 [0052 6 + sen? 9] + sen

20,
COS sens —
2 2

1
4
1
4
1
4
1
4
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Luego la longitud L de la curva es:

4m
1 0 0
L= / \/Z cos? ) + sen? §d9 ~ 9,688448224 unidades (5.3)
0

Nota:La integral L es una integral eliptica, para resolverla se utilizé un método
numérico.
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5.3. Volumenes y areas de superficies de sélidos de revolu-
cion

Definicién 5.3.1 Llamaremos solido de revolucion a la figura que se obtiene al girar
una regién plana ( dos dimensiones) en torno a un eje de rotacién que estd fijo.

Ejemplo 5.3.2 Los sélidos de revolucién mas simples son:

1. El cilindro circular recto, que se obtiene al girar un rectdngulo en torno a uno de
sus lados que se mantiene inmovil.

2. El cono circular recto, que se obtiene al girar un tridngulo sobre uno de sus lados.
3. La esfera se genera al girar una circunferencia en torno a su diametro.

4. El toro se genera cuando un circulo rota en torno a un eje externo a él.

Nuestro objetivo es calcular los volimenes de solidos de revolucion que se generan al girar
una regién cualquiera del plano XY en torno a un eje de rotacién.

5.3.1. Método de los discos

Teorema 5.3.3 Sea f : [a,b] — R una funcién continua y positiva. Entonces el volumen
del sélido que se obtiene al girar la region R:

R={(z,y):x€[a,b],0<y < f(z) }

en torno al eje X estd dado por la férmula:

Vzwé%ﬂ@rdu

Demostracion:
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Si hacemos rotar el grafico de f en torno al eje x obtenemos una superficie en el espacio
tridimensional, Sy C R3.

—

Vamos a calcular el volumen de esta superficie Sy.

Seat;, =a+1i

cont=0,1,...,n. En [t;_1,¢;] consideremos un punto ¢; y entonces

n

el rectangulo de base t; — t;—1 y altura f(c;). Al rotar este rectangulo alrededor del eje x,
n

tenemos un cilindro de volumen (f(c;))%(t; — ti—1) y entonces Zw(f(ci))Q(ti —ti—1) es
i=1

una aproximacién del volumen de Sy. En general si g(z) = m(f(x))?, entonces denotando

por P, la particién {to,t1,...,t,} tenemos

I(Pp,g) <Y w(f(ci)*(t: = ti-1) < S(Pn,g)
i=1
asi que si n — oo, ,
V(Sy) =7 [ (@) dr. @

Observacion 5.3.4 Este método se puede usar, también, para calcular el volumen del
sélido de revolucién obtenido al rotar una curva, definida por la funcién y = f(x), a <
x < b, alrededor de una recta y = y. La tnica condicién es que la recta y la curva no se
intersecten. En este caso el volumen requerido es

b
vwﬂzw/km—fu»%m

5.3.2. Meétodo de las cortezas o cilindros

Ahora calcularemos el volumen del sélido de revolucién obtenido al rotar una curva
alrededor del eje Y.

Teorema 5.3.5 Sea f : [a,b] — R una funcién continua y positiva. Entonces el volumen
del sélido que se obtiene al girar la region R:

R={(z,y):xcab],0 <y < f(z)}
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en torno al eje Y estd dado por la férmula:

b
V(Sy) = 277/ z f(x)dz.

Demostracién: Para calcular este volumen , el sélido obtenido se divide en cortes cilindri-
cos que de alguna manera se asemejan a cortezas de arboles, que es de donde viene el nom-
bre del método. Un corte cilindrico es el s6lido que se forma entre dos cilindros concéntricos.
Calculemos el volumen de un corte cilindrico formado por dos cilindros de radios 71y s,
como se muestra en la siguiente figura:

Tenemos:

V = nhri — whr? = wh(rs —r})

= 21h <T1 —2H“2> (ro—ry) Osi

T = Tl_HnZ,Ar:rg—rl
2
V = 2nhFAr.

Notamos que 277 es el perimetro de la circunferencia de radio 7 y Ar es el ancho del corte.
El niimero h representa la altura de los cilindros.
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Sea P={a=x9 <z <--- <z, = b} una particién de [a,b]. En cada [z;_1,z;] sean
&i,m; los puntos que satisfacen f(&;) < f(x) < f(n;) para cada x € [x;—1, z;].
Ahora, formamos dos cortes cilindricos de radios iguales x; y x;41 con alturas f(&;)

f(n;). Aplicando la férmula anterior a cada corte cilindrico, tenemos los volimenes V' (¢;)
y V(T;) dados por:

Vi) = 2mf(6) - T (- i)
V(T) = 2mf () - I (i)

Por lo tanto, una aproximaciéon del volumen del sélido de revolucién es:

n—1 n—1
> Vi) SV(Sy) <D V()
=0 =0

y la igualdad se verifica en el limite, siempre que la norma de la particiéon tienda a cero
con n — o0o. Luego

b
V(Sy) :27r/ of(z)de. B

a

Observacion 5.3.6 Cuando la regién estd acotada por lasrectasy =c¢ ,y =d , x = g(y)
y =0, con g(y) >0 y el sélido de revolucion es el obtenido al rotar esta region alrededor
del eje X, entonces el respectivo volumen es,

d
V(Sy) = 277/ yg(y)dy.

Ejemplo 5.3.7 1. Laregién R estd acotada por y = z2,y = 0,2 = 3y se rota alrededor
del eje Y. Encuentre el volumen del sélido generado.
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Solucién:

3 A3
V(Sf) =2n | 2% axdr =2r"-
! 0 4 Jo

V(SF) = 8—217r.

2. Laregién acotada por el eje X , el eje Y y la curva y = va? — 22 es rotada alrededor

del eje Y. Encuentre el volumen del sélido generado.

Solucién:

{

——"
a

fla) = Va2
V(Sf) = 277/ x-\Va? — x2dx
0
= —7r/ -2z a? — 23dx.
0
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Usando el cambio de variable:

tenemos que el volumen es:

V(S)) = -7 / " Vadu

1
3. Laregién R acotada por el eje X, el eje Y , larecta y = 2 y la pardbola z = 3— ~y2

4
es rotada alrededor del eje X. Encuentre el volumen generado.

Solucién:

2
1
V(Sf):27r/ y-<3——y2 dy =
0 4
2 1,
2 A3y —-y° | dy =
0 4
2
Y Loy ‘2
:2 _— —
”( 2 16y> 0

— 27(6 — 1) = 10r.

5.3.3. Areas de superficies de revolucién

Vamos ahora a calcular el drea del sélido de revolucién Sy.
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Consideremos el segmento que une (t;_1, f(t;—1)) y (ti, f(t;)) y lo hacemos rotar en torno
del eje X.

Al hacer esta rotacién obtenemos un tronco de cono, cuya drea es una aproximacion
del area de la superficie, S¢, entre los puntos (t;—1, f(ti—1)) y (¢, f(t;)). La arista del cono
es

L=/t —ti1)?+ (f(t:) — f(ti-1))2.

Consideremos un cono de radio basal r y altura lateral [. Este cono tiene drea A, =

\

l

\!

Consideremos un cono y dos cortes en 11 y 7o con altura Iy y [ + [1. De acuerdo a
nuestra férmula el drea del tronco del cono es 7(l + I1)ry — wly7y.

Ter-dl.
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ly
Como — =
e re—nmr

Irq
ro—r1

entonces, ] = . Por lo tanto, el drea del tronco de cono es:

Ir lrog —lry + 1 Iry
w(l—{— )T2—7rl17’1:77(—>r2—77 71
T2 —T1 T2 —T1 T2 —T1
B lr% 7'('17‘%
- ro — 1 ro — T
=7l (ra = m1)(r2 +11) =7l(re+11)

|

Asi, aplicando lo anterior, obtenemos que el tronco de cono de radios f(t;) y f(ti—1),
tiene drea

T(f(t) + f(tic))V/ (ti — tic1)? + (F(t) — f(tio1))?
(f(t:) + f(tic))V/ (i — 1) + (i) (ti — tio1)?
(f(t) + f(tim))V 1+ (f(ci)?(ti — tio1).

ml(f(t:) + f(ti-1))

t
t

I
)

—

Il
3

Por lo tanto, una aproximacién del drea de Sy es
A= Zﬂ(f(ti) + f(tic)V/ 1+ (f'(ci)?(ti — tiz1).
i=1

f(t:) + f(ti-1)
2

Ay w2 f(e) T+ (F/ ()2t — tic).
i=1

Podemos aproximar f(c;) = , es decir,

Por lo tanto, si g(z) = 27 f(x)\/1+ (f'(x))? se tiene en el limite

b
A(Sy) = 2r / F@)VIT (@) da

Ejemplo 5.3.8 Calcularemos el volumen y el area de una esfera de radio 7.

Sea f(x) = Vr? — x2, entonces f'(x) = %(7’2 - m2)_%(—2x).

n
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V:ﬂ'/ (r2—x2)dx:7r/ Tde—ﬂ/ 22da

9 |” xo T
=Trx ., — 7['? .,
2
= 7r(7‘3 + 7“3) — g(r?’ + 7’3) =213 — ?ﬂr?’
6mr3 — 273 dm 4
= = —7r°,
3 3

r 2
A:27r/ \/r2—x2\/1+%dx
r2—x
T
r 2
:27r/ V2 — a2/ 27" de:27r-r2r:47rr2.
. r2—x

Ejercicios resueltos

1. a) Calcule el volumen de una esfera generada al girar el semicirculo z2 4 y? = a?,

en torno a su didmetro.
b) Calcule el area de la superficie de la esfera considerada en (a).

Solucidn:

Por lo tanto,

Asi, V =—-ma’|
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b
b) Area = 27r/ f(@)\/1+ (f'(x))?dz.

Como f(x) = +Va?— 22 entonces f'(z) = ——— . Asi,

/a2 — 12

.%'2 a2
F@VIF T = @)1+ o = Var =2 | .

Por lo tanto,

a
A= 27r/ adx = 4mwa®.
—a

2. Encuentre el volumen del cono generado al rotar el tridngulo formado por los seg-
mentos de las rectas y = z con z € [-4,0] , x = —4 y el eje X:

a) en torno al eje X.

b) en torno a la recta x = —4.

Solucién:

a) En torno al eje X:

b 01.2
14 :7r/a (f(x))de:ﬂ/4de

O T ad ‘0 m64 4
= — X XrT = — - — = — — = —T7T.
16 J_4 16 31-4 16 3 3
b) En torno a la recta x = —4:
Observemos que el volumen que se forma al rotar la curva z = 4y, y € [—1,0]
entorno a x = —4 es el mismo que se forma al rotar la funcién en torno a x = 0.
b 0 3,0 1 16
= 7'('/ (f(y))dy = 77/ 16y2dy = 167 - % =1671- = 37
a —1 -
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3. Demuestre, usando integrales, que el volumen del cono truncado de radios 'y Ry

h
altura h es 7%(RQ + Rr +72).

Solucidn:

En primer lugar debemos determinar la ecuacion de la recta que pasa por los puntos
0,r) y (b, R).

v h 2
R—
vV = 7r/ (f(.%'))Zdl':Tl'/ ( Tm—i—r) dx
0 0 h
2
<Rh r) m2—|—2rRh Tx—i—rz)dm:
h
( —7‘)2:63 R—r ,
=7 h - 2" +r

r )2 h3
7(}% h2r) Y +r(R—r)h+ r2h] =

2

0

[h h
=67 §<R2 —2rR +1?) +Rrh—r2h+r2h} = 7T?(R2 + Rr +72).

4. Calcule el volumen del paraboloide circular generado al rotar el segmento de
pardbola y = v/2z con z € [0, 3] en torno al eje X.
Solucién:

V= w/og(f(:n))zdac = 7r/03(2x)dx
=7- 2%2‘3 = 9.
0

5. Calcule el volumen del paraboloide circular generado al rotar el segmento de
parébola y = 222 con = € [0,3] en torno al eje Y.



634 CAPITULO 5. APLICACIONES DE LA INTEGRAL

Solucién:

2 _ Y y
x 9 x 27 ye[? ]
18 2 18
Y Y
o (f5) =
s (202

6. Demuestre que el volumen del elipsoide circular generado al rotar la semielipse

4
b222 + a%y? = a2b? en torno al eje X es —ab?r.

a) Use coordenadas rectangulares.

b) Use las ecuaciones paramétricas de la elipse:

xr = a cost
y=bsent;te 0]
Solucién:

)

by = a®b? — b2 = y* =1~ gxz, x € [—a,al.

V= w/ab(f(:n))Qdac = Tr/a (v — ﬁ;cQ)dm

a a?
b2 237 b2 a? b2 a3
— 2 _ 2 2
—elpte- 5] = [(#a- 55) - (P o 55))
3 3 4 2 4
= abZ—ﬂ—i—abQ—ﬂ :wa—b:—aZﬂ'
3 3 3 3
d
b) d—j = —asent lo que implica dx = —asentdt.

Para calcular los limites de la integral en la variable ¢, observemos que: para
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t=0, z(0) = aq, para t =m, z(7m) = —a.

v=n [ (@)

—a
0 0
= 71'/ b’ sen’t - (—asent)dt = —7rab2/ sen? t(sen t)dt
s ™

cos® t |

m T
= 7Tab2/ (1 — cos®t) sen tdt = —mab? cost‘o + mab?
0

2 4
= 2rab® — gwabQ = gwabQ.

7. Calcule el volumen del hiperboloide generado al rotar el arco de la hipérbola 22 —
y>=1,con0<2z<4,y>0,en torno al eje X.

a) Use coordenadas rectangulares.

b) Use las ecuaciones paramétricas de la hipérbola: x = cosht , y = senht .

Solucidn:

y2:x2_1,y20 :> y:1/x2_1.

Por lo tanto, el volumen pedido es:

V= 7r/14(f(x))2dm = 77/14(302 — 1)dzx

b) Parat=0, z(0) =1, para t = arccosh4 <= ¢ =In(4+ v/15). Ver subseccién
3.4.4.
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Luego el volumen pedido es:

ln(4+\/_)
V= 7r/ (senht)?(senh t)dt
0

ln(4+\/_)
7T/ (=1 + (cosh t)?) senh tdt
0

In(4++/15) In(4++/15)
T / —(senht)dt + / (cosh t)? senh tdt
0 0

In(4++/15) (cosht)3 Int+V15)
= m(—(cosht)) —|—7TT
0
= a4 — 1]+ 243 — 1] = 37 + 217 = 18n.

3

8. Calcule el volumen y el drea de la superficie generada al girar el arco de f(z) en
torno al eje X.

a) flz

=senz , x € [0,7/4].

)
b) f(z)=cosz , xe€[0,7/4].
¢) f(x)=expz , z€]0,1].
d) f(x)=coshz , z€[0,1].
Solucion:

a)

2

Haciendo el cambio de variable u = 2z, du = 2dz tenemos,

7/4 m/4 2 /2 d
V:E/ dm—ﬁ/ COS(QJJ)dCE:?T——E/ cos U - —
2 /o 2 Jo 8 2 Jo 2

2 /2 72 T w/2 T o/
= — — / Cosudu:———senu/ :—(——1>.
8 0 8 4 0 4 \2

w/4 w/4 1— 9
V= 71'/ (sen® z)dx = 7r/ O e,
0 0

e~

/4 T/4 q 2 /4 m/4
cos® xdr = 7r/ S tcossy T / dx +/ cos 2zdx
0 2 Jo 0

Gy

<
I

4
>

N

s
4
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1
V:Tl'/ 2 dx.
0

Usando el cambio de variable: v = 2z, dv = 2dz, tenemos:

2 2
dv 7 T 9
frg U—:— v = — —1_
v 7['/06 5 2/Oedv 2[6 ]

c)

! "1 h 2
V= 71'/ (coshz)?dz =« / yda@ =
0 0

1 1 2
d
:z/ dac—|—z/ cosh2xda::z—|—z/ coshv—v
2 Jo 2 Jo 2 2/ 2
2
Zz—i-zsenhv‘o

> 1 :z—i—zsenhz

2 4

9. Calcule el volumen generado por rotacién de la region en el primer cuadrante aco-
tada por las curvas : 22 y /.
Solucién:

Sea V; el volumen generado por y = v/z y sea V5 el volumen generado por y = x2.
entonces el volumen pedido es V; — V5.

1 1 "
Vlzw/(\/E)QdmZTr/ xdr =7 — =
0 0

1 1 5
Vo = 71'/ (m2)2dm = 7r/ e = 7'[':6— _T
0 0
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5.4. Integrales elipticas e integracién numeérica

En esta seccién solo se pretende dar una idea muy general sobre las integrales elipticas
y un esbozo de los métodos maés elementales de integracién numerica. El objetivo es que el
estudiante sepa de donde surgen y como deben ser tratadas estas integrales que aparecen
de una aplicacién muy basica de la integrales.

5.4.1. Integrales elipticas

En el capitulo 4 se muestran algunos métodos para calcular primitivas. Pero, exis-

ten funciones que siendo integrables no tienen una primitiva calculable explicitamente en
xr

. . . . . 2
términos de funciones elementales. Por ejemplo, las funciones — , e™*

entre otras son

x
continuas, por lo tanto, integrables, pero sus integrales no pueden ser calculadas encon-
trando sus primitivas. Una familia de funciones que tienen esta particularidad son las que
constituyen las integrales elipticas.

El nombre de integral eliptica surge del hecho de ellas aparecen cuando se quiere
calcular la longitud de arco de una elipse. Veamos como.
Dada una elipse escrita en su forma candnica:

@ v
a? b2

8

=1

Calculemos la longitud de su perimetro usando la ecuacién dada en el capitulo 5, seccién
5.2. Al despejar y tenemos que:
2

2
a* —x b
y2=b2< 3 ) <:>y::|:5\/a2—x2

Derivando con respecto a x nos queda:

dy b 1 b T
S (g =4
dx a2v/a? — xQ( @) a+/a? — 2

Luego, la longitud de la curva estd determinada por:

a b2$2 a CL4 _ (CL2 _ b2)$2
=4 1+ ————F—-dr =4 d
/0 \/ TR /0 \/ 2 —a?)
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a

, entonces [ queda determinada por:
2.2
— k%X
=4 v By dx
(a? —x
a [a2 _ k202
Ahora en / —————— dx hacemos la sustitucién trigonométrica:
0

(=27
r =asenf
dr =a cos 0do.

Si hacemos kK =

Luego,

2 2 2 2

a® — 22 =a® — a®sen®0 = a?

cos® 6
Notar que cuando x = 0 entonces 6 = 0 y cuando z = a tenemos que sen § = 1,

por lo tanto, 6 = 5
Asi,

a2 —z?) acos B

:\/a_Q/E V1 — Kk2sen26df
0
:a/2 V1 — Kk2sen26dd.

0

2 _ 2.2 7 2.2 con?
/ KT x—/ Va Rasen@-acos&d&

Definicion 5.4.1 Llamaremos:

1. Integral eliptica de primera clase a una integral que se escribe como

/OLL:F(H,M.

1 — k2sen?t

2. Integral eliptica de segunda clase a una integral que tiene la forma
L
/ V1-—k2sen?26df = E(k,L).
0
3. Integral eliptica de tercera clase una integral que se escribe como

/L df
0 (1+nsen?0)v1— k2sen?d
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Para poder resolver estas integrales se necesitan a métodos numéricos.

Ejemplo 5.4.2 1. Exprese lalongitud de una elipse cuyos semiejes son 2 y 3 usando sus
ecuaciones parameétricas y clasifiquela ¢ de que tipo de integral eliptica es. Obtenga
alguna cota superior e inferior para la longitud de la elipse dada.

Solucién: Las ecuaciones paramétricas de la elipse dada son:

{:c(t) = 2cost

y(t) =3sent, t € |0,2n].

Entonces,
x'(t) = —2sent
y'(¢) = 3cost

()2 + (y)?2 =4sen®t+9cos?t = 4sen?t +9 —9sen?t = 9 — 5sen?¢.

Por lo tanto,

27 27 5 \/g
l= \/9—5sen2tdt:3/ 1—§sen2tdt:E(?,27r).
0 0

Es una integral eliptica de segunda clase. Como 9 — 5sen?t > 9 — 5 = 4 entonces,

21 27 27
| = V9 — 5sen? tdt > V4dt = 47 Por otro lado, V9 —b5sen? tdt <

0 0 0
V9dt = 6. Asi, obtenemos que

21
0

47 < longitud de la elipse < 67.

2. Exprese la longitud de la sinusoide y = Asen(wz) en el intervalo [0, 7], donde T es
el periodo, usando la notacién para integrales elipticas.

Solucion:

Yy = Aw cos(wx)

1+ (y/)2 =14 A%°? COSQ(wl') =14+ A%0?% — A%0? sen(wx) =
9 o A2w2 )

= (14 A%w?) [1_714—%1%)2 sen (wx)] .

La longitud pedida es:

T T A202
l= / V14 (y)2de = 1+ A2w2/ \/1 S sen?(wx)dz.
0 0

1+ A202
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A2?

1T 202 la integral que expresa la longitud de la sinusoide puede
w

Llamando k2 =

escribirse como:

T
l=+v1+ A2w2/ V1 — k2 sen2(wz)da.
0

Asi vemos que la longitud de una sinusoide estda dada por una integral eliptica de
segunda clase.

5.4.2. Dos métodos numéricos de integracion

Muchas integrales , entre ellas las elipticas, sélo pueden ser aproximadas mediante
métodos numeéricos. A continuacién mostraremos dos de ellos: la Regla del trapecio
vy la Regla de Simpson. La particularidad que tienen estos métodos es que permiten
aproximar el valor de una integral definida sin conocer necesariamente todos los valores

de f(x).

Regla del trapecio

Este método permite aproximar una integral mediante una suma de Riemann muy
particular, que consiste en particionar el intervalo de integracién en una numero finito
de subintervalos que serdn las bases de los trapecios de alturas f(z;—1) y f(x;), como
fue hecho en el problema resuelto 4b visto en la seccion 3.1. Mostraremos un ejemplo que
hemos sacado del trabajo de titulacién de J.C.Guajardo y J.Urrea.

Ejemplo 5.4.3 En el Rally mas importante de Chile, en donde compiten parejas de todo
el mundo, los representantes locales, el piloto John Urrea y el copiloto Juan Carlos Gua-

jardo han ganado la primera etapa con un tiempo de 1 hora y 15 minutos.

La siguiente tabla muestra las distintas velocidades que alcanzaron estos competidores:

Tiempo[s] Velocidad[m/s]

0 26,39
900 30,55
1800 12,50
2700 22,22

3600 45,83
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i, Cual fue la distancia aproximada que cubrieron en la primera etapa todos los partici-
pantes del Rally?

V(m/s)

i i i T(s)
900 1800 2700 3600

Figura 5.13: Grafico de Datos

Solucién: En primer lugar, ubicaremos en un gréfico (ver Figura 5.13) los seis pun-
tos correspondientes a los datos entregados. Luego, surgen dos importantes interrogantes;
i,cémo unir de manera razonable estos seis puntos? y jcdémo calcular el drea de la regién
resultante? Respecto a la primera pregunta, la forma mas elemental de unir estos puntos
es por medio de segmentos de recta. De esta manera, se puede observar que en la regién
limitada por la gréfica y el eje X en el intervalo [0,4500] se tienen cinco trapecios. Asi,
teniendo en cuenta la segunda pregunta, el area de la region resultante serd la suma de
las areas de cada trapecio. Recordemos que el area de un trapecio de base b y de lados

paralelos hq y ho esta dada por:
hi 4+ ha
()

Por lo tanto, el area total que queremos calcular, es decir, la distancia aproximada que
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cubrieron en la primera etapa los participantes del Rally es:

4y = 1O +2f(900) 000 + 4 (900) + £(1800) f(lSOO)—; £(2700)

_ F(2700) JQF £(3600) o

= [£(0) + 2£(900) + 2f(1800) + 2f(2700) + £(3600)]450
= (26,39 + 230,55 + 212,50 + 2 - 22,22 + 45, 83)450
= 202,76 - 450

= 91242

900 + 900

Por lo tanto, la distancia recorrida por los competidores en la primera etapa del Rally fue
de 91242 metros.

Regla de Simpson

Este método emplea segmentos parabdlicos en lugar de segmentos de recta. Igual que
antes, particionamos nuestro intervalo [a,b] en n subintervalos de igual longitud, o sea,
Az = (b—a)/n; y donde esta vez n es un nimero par. Entonces, conectamos cada conjunto
de tres puntos consecutivos aproximando la curva y = f(x) > 0 por medio de un poli-
nomio cuadrético, y como ya sabemos, los polinomios son ficiles de integrar. Siy; = f(x;),
entonces P;(z;,y;) es el punto de la curva que estd sobre x;.

Con motivo de simplificar nuestros calculos, analizaremos el caso en que xg = —Ax,
x1 =0y xo = Az, ver Figura 5.14.

|

|

| |
| |
| |
| |
1 1

-AX 0 AX

Figura 5.14: Regla de Simpson

La ecuacién de la parabola que pasa por los puntos Py, P; y P> es de la forma y =
Ax? + Bz + C; entonces el area bajo la pardbola que va desde g = —Ax hasta z9 = Ax
es:
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Nz 2 1Az Nz
+B— +Cx
—Ax 2 —Azx
3 A3
_ A(Am) B A( Ax)
3 3 2 2
+C(Az) — C(—Ax)
B (Azx)3 (Azx)3 (Ax)?
=A 3 + A 3 + B 2 2
+C(Az) + C(Ax)
(Azx)?

Ax 233
/ (A2® + Bz + C)dx = A~
A 3

—Ax

=2A

= %(A(Axf +60)

+2C(Ax)

Ahora, como la pardbola pasa por Py(—Az,y0), P1(0,y1) vy Po(Az,ys2), tenemos:

yo = A(~=Azx)? + B(—Az) + C = A(Ax)*> — B(Az) +C
y1=0C
Yy = A(Ax)? + B(Az) +C

Luego:
Yo + 4y1 + y2 = 2A(Ax)* + 6C

De esta forma, podemos expresar el area bajo la parabola de la siguiente manera:

Az

3 (yo + 4y1 + v2)

Como podemos observar, el area bajo la parabola que pasa por los puntos Py, Py v P»,
desde x = xg hasta x = x5 no cambia si ésta la desplazamos en sentido horizontal. De esta
forma, el drea bajo la pardbola que pasa por los puntos Py, Py v Py, desde x = x5 hasta
x = x4 esta dada por:

Az

3 (y2 + 4y3 + ya)

De este modo, si calculamos las areas bajo todas las pardbolas y sumamos los resulta-
dos, obtenemos:
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b Ax Az
/ f(z)dz ~ ?(yo + 4y + y2) + ?(W +4ys +ys) + ...
a
Az
+?(yn—2 + 4yn—1 + yn)
Azx
= —5—(yo+-4y1%—2yz+-4y3%—2y4—%---+—2yn—24—4yn_14—yn)

Esta es una aproximacion confiable para cualquier funciéon continua.

Ejemplo 5.4.4 Resolveremos el mismo problema del ejemplo anterior 5.4.3 usando la
regla de Simpson. Utilizando n = 4, tenemos:

3600 3600 — 0
j[ f(z)dx z:-—E;—Z——[f(0)4—4f(900)4—2f(1800)4—4f(2700)4—f(3600ﬂ
o .

3600
= —5 (26,39 + 430,55 4 215,50 + 4 - 22,22 + 45, 36)
= 300(26, 39 + 122,2 + 31 + 88,88 + 45, 36)

= 300 - 513,83

= 154149

Por lo tanto, la distancia recorrida por los competidores en la primera etapa del Rally
fue de 154149 metros.

Observacion 5.4.5 Por lo general, la regla de Simpson es més precisa que la regla del
Trapecio. Esto se debe a que la primera calcula el area debajo de parabolas aproximantes
y la dltima calcula el drea debajo de rectas aproximantes. Es maés, la regla de Simpson
proporciona valores exactos de integrales para cualquier polinomio de grado 3 o menor.

A continuacién enunciaremos un teorema que permite aproximar integrales controlando el
error que se comete.

Teorema 5.4.6 Si f tiene derivadas continuas hasta el cuarto orden , entonces existe
i € (a,b) tal que la regla de Simpson con n = 2m subintervalos de [a,b] aproxima la
integral I madiante la relacién:

b m—1 m
= [f@) oI5 =5 | 7@ +2 Y flay) 43 floa) + F0)]
a j=1

J=1
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donde , a = 29 < 21 < ... < Ty, = b, h =

y xj = xo + h para cada

7=0,1,...,2m. Con un error igual a

(b—a)° .,
/ F= 180n4 f (1)-
Observacion 5.4.7 El teorema 5.4.6 permite acotar el error:
(b—a)
Ig — <
s / I < Jgo &

donde K es una cota de |f!V(x)| para z € [a,b].
La demostracién de este teorema puede verse en [?]

Ejercicios resueltos

1. Utilizando la férmula de Simpson, calcular la integral eliptica 5.3 del problema 6 del
capitulo 5 con un error menor o igual que € = 0, 21.

Solucién: En este caso tenemos |,

a7 4
1 0 0 1 0
:/ \/—COSQ——FSenQ—dG:—/ 1+ 3sen2-df, cona=0,b=4nr.
s Va3 2 =9 ),V 2

Calcularemos el valor aproximado de I para luego al multiplicar este valor por % y
asi obtener el valor aproximado de la integral L pedida.
Tenemos entonces que en el intervalo de integracion, [0, 47, de I el integrando f(0) =

\/1+ 3sen? g admite derivada cuarta continua (esta derivada es muy extensa por
lo que se recomienda calcularla con un software matemadtico). Veamos el grafico, de
|f1V(0)| en la Figura 5.15.

Segtin el grafico se puede ver claramente que f/V estd acotada en [0,47] y que una
de sus cotas es K = 2,5, por lo tanto el niimero n de partes en el que hay que dividir
el intervalo [0, 47], para asi garantizar un error menor o igual que € = 0, 21 es tal que:

(b-af , __ . (5

18002 N =° 7 13008

2,5 < 0,21
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N N

Figura 5.15: Gréfico de |fV(9)|

O sea,
47)>
4> i 2,5
"= 1800217
Es decir, debemos tomar n > 11,99..., luego escogemos n = 12.
Luego,
b dr —0 4_7T T
12 12 3
Ahora encontremos el valor de:
m—1
flwag) = flwsy)
j=1 J=1

Calculemos los xo; para j € {1,...,5}

T 2 T 4
$2=$0+2h=0+2-§:§w; m4:4h:4-§:§w
T T 8
$6=6h=6-§:27r; x8:8h:8~§:§7r
T 10
x10:10h2105237r

Entonces;
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—_
w

flws) = f @w)
fo) = f (ﬁw) -

/ T / 3 Vi
1+3 2 — 4 /1+3. 2 =2"%
+ sen3 + 1 5

3

2
1+3sen?=-nmr=4/14+3. - = —

e~ |

Luego,

> fleai) = 1 (§w> f (gw) T fem 4/ (%) iy (?«)

Ahora, para encontrar el valor de >, f(zgj-1) = 2?:1 f(x2j—1) buscamos el valor
de x9;_1 para todo j € {1,...,6}.

$1=$o+h:0+g——, $3—3h:3-g:7r
5 7
$5:5h:5-z:—7r; x7=Th=717 T_
3 3 3 3

11

mgzghzg.gzgm sy =11h=11-2 = ¢

Entonces,
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f(x1)=f(§>: 1+ 3sen? — = 1+3.%:g
flz3)=f(r)=4/1+3sen? = =v1+3-1=2

f($5):f<g7r>:\/1+356n2——\/1+3.%:g
f($7)—f<g7r>:\/1—|—?>sen2——\/1+3 i:\/??

Ademds, f(a) = f(0) = 1y f(b) = f(4m) = 1

Reemplazando en la férmula tenemos:

I= g [1 +2(1 4 2V13) +4(4 +2V7) + 1] ~ 19,4039

Luego, % -1 =9,7019... que es una buena aproximaciéon para la integral L pedida.

Ejercicios propuestos
1. Exprese la longitud de la curva llamada trocoide dada por:

x(t) = at — bsent
y(t) = a—bcost , te]0,L],

en términos de una integral eliptica de segunda clase.
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2. La longitud de arco de una hipérbola puede expresarse en términos de integrales
elipticas de primera y segunda clase. Ver A.Blank: Problemas de Célculo y Anélisis
Matematico. Limusa-Wiley, 1971., pag. 201.



Capitulo 6

Integrales impropias y series

6.1. Integrales impropias

La definicién de integral de Riemann necesita dos hipoteis minimas que son que la
funcion sea acotada y que esté definida en un intervalo cerrado y acotado. Cuando al menos
una de estas condiciones no se cumple debemos usar otros recursos para darle sentido a
las integrales. Entonces, hablaremos de integrales impropias cuando la funcién no es
acotada en el intervalo de integracién o cuando el intervalo de integracién no es acotado ,
es decir tiene una de las formas siguientes : | — 00, al; Ja, co[; | — 00, 00].

6.1.1. Integrales impropias sobre intervalos no acotados o de primera
clase

Definicién 6.1.1 1. Sila funcién f : [a, +oo[— R satisface la siguiente propiedad :
para todo ¢ € [a,00[, f es integrable en [a, c|; entonces definimos:

c— 400

+Oof(a:)da: = lim /cf(a:)dq:,

a

cuando éste limite existe.

2. Sila funcién f :] — 00, a] — R satisface la siguiente propiedad :
para todo ¢ €] — 0o, al, f es integrable en [c, a]; entonces definimos :

| t@de= tim_ [ s,

[

cuando éste limite existe.

651
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3. Sila funcién f :] — 0o, 00[— R satisface la siguiente propiedad:
+00

a

existe @ € R tal que las dos integrales impropias / flx)dx y f(x)dx
— 0o a

existen, entonces definimos:

/ " e = /_ OO (@) + / " )

—0oQ
Esta integral también puede denotarse como / f(x)dx.
R
Observacion 6.1.2 Esimportante notar que la definicién de integral impropia sobre todo

R no depende del punto a elegido. Para ver esto elijamos otro punto b y supongamos -para
fijar las ideas - que b < a. Entonces,

/OO f(z)de = /; fx)dz + /ba f(z)dz

b a
Asi, / f(x)dx existe, y por lo tanto, la integral / f(z)dz también existe.
—00 —o0

c “+o0o
Observacién 6.1.3 Si existe el limite h’rf flz)dzr = (x)dz, diremos que la
C— 100
oo a a c
integral (x)dz es convergente. De manera andloga, si existe h’rf f(z)dz =
a €—T00 a

a a
/ f(x)dx, diremos que la integral / f(x)dx es convergente.
—00 —o0
Cuando los limites que definen las integrales impropias de la definicién 6.1.1, no existen

diremos que las integrales divergen.

1
Ejemplo 6.1.4 Sea f : [1,00[— R tal que f(z) = —. Analicemos la existencia de la
x

integral de f sobre su dominio.

+o0 +oo c d 1c 1
(z)dx :/ 2 2dz = lim —f = lim ——( = lim <—— +1> =1.
1 1 c—oo J1 T c—+oo Il c—+00 C

o
Ejemplo 6.1.5 Analicemos la convergencia de la integral / e *dzx.
0

)

—+oco c
/ e Pdr = lim e ¥dr= lim ( —e®
0

c—+400 0 c—+400

= lim [1—-e ‘=1
c——+00
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Ejemplo de referencia FEl siguiente ejemplo generaliza el ejemplo 6.1.4 y constituye
una de las bases para usar los criterios de convergencia.

Ejemplo 6.1.6 Sia > 0y p € R, entonces la integral impropia de primera clase

al=P

teo ip>1
[ =
a * 400 sip<1.

En efecto,
= Sip=1.
+oo 1
/ —dr= lim (Inc—Ina)= +o0.
a €T c——+o0
= Sip#1.
c 1 o s RS E R B
—dzr = =
o TP —-p+1 1—-p 1-p
a
Entonces,
+o0 1 1-p 1-p 1-p 1
/ —dr= lm |— -2 | =% 4 lfim c'P. (6.1)
o P ec=too [l —p 1—-p p—1 1—pecotoo

El dltimo limite de la ecuacion 6.1 tiene distinto valor segin p sea mayor o menor

que 1.

e Sip>1:enestecasol —p <0, asi

m "7 = lim —— =0
c—+o00 c—+oo cP—

e Sip < 1:entonces, 1 —p > 0, asi

lim ' P = +00.
c——+o0

Ejemplo 6.1.7 Casos particulares del ejemplo 6.1.6 son:

x3 3—1 8
+C>01 121—3
[T,
1/2 x 3—-1

+00 1
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6.1.2. Propiedades de las integrales impropias de primera clase

Las propiedades basicas de la integral Riemann se extienden, mediante procesos de
pasar al limite, a las integrales impropias. Por ejemplo:

1. Linealidad: Si fy g son integrables en [a, c[ para todo ¢ € R, ¢ > a y si sus respec-
tivas integrales impropias sobre [a, +00[ son convergentes, entonces también existe-
es decir- es convergente la integral impropia de Af + pgsobre [a,400] cualesquieran
sean los nimeros reales A y i1 y se cumple la igualdad:

/:OO(Af + pg)(x) dx = A /:OO flz)de + M/:‘” o(z) d.

2. Regla de Barrow Si f : [a,+00o[— R es una funcién continua en [a,+oo[ y si
F : [a,+00] — R es una primitiva de f en [a,c] para todo ¢ € R, ¢ > a y si la
integral de f sobre [a, +o0[ existe, se cumple que:

+o0o
/ F@)dz = lim (F(t) — F(a))

c——+00

+o0o
~ F(x)

a

3. Cambio de Variable:

Si f : [a,+0o[— R es una funcién continua en [a,+oo[ y si ¢ : [a, f[— R es una
funcién con derivada continua en [, 5[; Donde —oo < o < 3 < +00; y si ademds
ola) =a, o(t) — b, cuando t — B~ y si ¢([a, B]) = [a, +00[, entonces:

[ = | O

«

Si una de las integrales es convergente (divergente ), la otra también lo es.

4. Integracion por Partes: Si f,g son dos funciones con derivadas continuas en
[a, +00] y son convergentes dos de los tres terminos siguientes, entonces:

—+00

+00 +oo
/ f(@)d (@)dz = f@)g(z)|  — / F(2)g(x)de

a

Observacién 6.1.8 Todas las propiedades anteriores son validas para integrales
sobre intervalos del tipo | — oo, d]



6.1. INTEGRALES IMPROPIAS 655

Criterios de convergencia para integrales de primera clase

Los criterios de convergencia estan enunciados para integrales impropias sobre inter-
valos de la forma [a,+00[, pero todos ellos valen de la misma forma para intervalos
del tipo | — 00, a] .

Criterio de Comparacién: Sean f(z), g(z) funciones continuas, positivas y tales
que g(x) < f(x) para todo z > a. Entonces se tiene que:

+00 +oo
» Si / f(z)dz converge, entonces / g(z)dz converge.
a a

+00 +oo
] Si/ g(z)dz diverge, entonces / f(x)dx diverge.

Demostracién: Observemos que si f : [a,+00[— R es creciente y acotada supe-
riormente, entonces h’rf f(z) existe. Definamos las funciones F' y G mediante las
T— 100

= /:f(t)dt

G(z) = /l“ g(t)dt.

ecuaciones:

Ambas funciones son crecientes, si 1 < z9 entonces F'(z1) / ft)dt < F(zg) =

/fdt/fdt+/f =r+ [ s

Como f(z) > 0 la integral f( )dt es positiva y, por lo tanto, F(x1) > F(x2).
1
Del mismo modo se prueba que G es creciente.

Recordemos ahora, que por definicién:

lim F(z)= lm / Flu du_/+oof(x)dz

T—+00 T—+00

+oo
lim G(z)= lim ( )du—/ g(z)dz.
T——+00 T——+00 a a

Entonces, por hip6tesis, h’I_’I_l F(z) existe y como ademés F(x) > G(x), la funcién
T— 100

G es creciente y acotada superiormente. Por lo cual, Hrf G(z) existe. Esto es
T— 100

equivalente a tener la convergencia de la integral impropia de ¢.
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Ejemplo 6.1.9 En los ejemplos que veremos a continuacion usaremos como integral
de referencia la vista en el ejemplo 6.1.4, que es una integral convergente.

o0
a) La integral: /1 e es converge. En efecto,

1 1 * d < d
xQZO,Portanto,O§m2§1+x2=>0§ g—:>/ ad g/ _m:1.
1422 = z2 1 1+a2 1 22

b) La integral

T gen gz
5 dz
1 X

es convergente. Usando el criterio de comparacién, tenemos:

| sen x| 1 T senw o | sen x| tee g
|senx]§1:>72§—2:> 5—dr < 5—dx < —dx.
x x 1 x 1 X 1 X

“+o0o
Como — dz es convergente, la integral dada inicialmente también con-
x

verge.

Criterio de comparacién al limite Sean f(x), g(z) funciones continuas , posi-
tivas. Entonces, para x > a tenemos que :

f(z)

» Si lim —= = K; K # 0, entonces ambas integrales impropias sobre [a, 00|

z—+o0 g()
/a+<>0 f(z)dx /aJroo g(x)dx

convergen o ambas divergen.

+oo
= Si K = 0, entonces la convergencia de / g(x) dz implica la convergencia
a

+o0
de f(x)dx.

Ejemplo 6.1.10 Si:n € N,

“+o0
/ e Ta"dx
1
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+o0
converge. Pues, / —dx converge y
1

22
—T .M
i e %z i _
lim = lim (e m:c"-m2)
r—-+00 r—-+00
22
= lm e %g"?
r—-+00
) xn+2
= lim

z—+oo et

Este ultimo limite, si es evaluado en forma directa, da lugar a una forma indetermi-
. +00 . .
nada del tipo T por lo cual aplicamos L’Hépital, y obtenemos:
00
wn+2 (TL + 2)$n+1

lim = lim
r—+oo et T—+00 et

. . . +00 .
Que vuelve a dar lugar a una forma indeterminada del tipo oo por tanto, si
00

aplicamos sucesivamente L’Hopital, obtenemos:

n+2 2 ) 2-1
i T gy (24D
z—+4o0 el T——400 er

=0

“+oo “+o0o
Asi, la convergencia de / — implica la convergencia de / e *x"dx.
1 z 1

Ejemplo 6.1.11 Si p,q > 0 la convergencia de la integral

+o0 P
I:/ 3: dx,
1 1—|—l'q

se puede estudiar usando comparacién al limite con la funcién P
e

B P 1 , 1
lim :—— | = lim =1
z—+oo \ 1 + 29 2x97P z—+oo 1 + x4

Entonces, como k = 1, ambas integrales convergen o ambas divergen. Luego, como

+o00 1
sabemos que / .—p converge siq—p>1y diverge si ¢ — p < 1, tenemos que:
1 X

= [ converge cuando g —p > 1.

» [ diverge cuando g — p < 1.
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Ejemplo 6.1.12 Ahora haremos una aplicacién del ejemplo anterior.
Ve
1+

y 9=

dac diverge como consecuencia del ejemplo ante-

1 1
implican que q—p:§—§ < 1.

a) La integral I =

S

rior, ya que: p =

N | ——
Wl

5 dr converge. En este caso p =

y

DO =

> 1.

b) En cambio la integral J /
3
¢ = 2 implican que ¢ —p = 3>

6.1.3. Integrales impropias cuando la funcién no es acotada en el inter-
valo de integracion o de segunda clase

Definicién 6.1.13 1. Si f :]Ja,b] — R una funcién tal que, para todo ¢ €|a,b| ,f es
integrable en [a, c], entonces se define

/f iz = tim_ [ s

c—at J.

cuando este limite existe.

2. Si f:[a,b[— R una funcién tal que, para todo ¢ € [a,b] ,f es integrable en [c,b],

entonces se define
/ flx)dx = h,ril_/ f(x)dx

Ejemplo 6.1.14 La funcién f(z) =

cuando este limite existe.

1
m, no estd definida para x = 0. Calculamos la
integral impropia:

L 11 '
——dx = lim ——dr = lim x
A+ 2\/5 c—0t J. 2\/5 c—>0+\/_
(&

= hm(\/_—\/_)—l

c—0t

Definicién 6.1.15 Si f :]a,b[— R es una funcién tal que, para todo
c1 < ¢ €la,b], f es integrable en [c1, c2[ entonces se define

b xo c2
/ f(x)dx = lim f(x)dx + lim f(x)dx,

a—a fo co—b Z0
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para cualquier zo €]a, b|, si los limites existen.

Ejemplo 6.1.16 1. Sea f:[—1,1] — R tal que

1
_ ] w70
o= {F

Esta funcién no es acotada en el intervalo [—1, 1], debido a que entorno a cero tiende
a Foo.Usaremos la definicién 6.1.15.

1
dr = i —d If —d
[ starte =t [ e i, | =
= lim —$2/3‘ + lim —x2/3
c—0— -1 c—0+ 2 c
3 3
— lm > < 2/3 _ (1 2/3> lm > <1z/3 _ 2/3>
Jig g (7= ) i 5 (17 e
3 3
= —4+=-=0.
2 + 2

2. Sea f definida por: f:[-1,1] — R.
/22 2 #0
Jw) = {0 2 =0.

Como en el caso anterior estz% funcién no es acotada en torno del cero. Veamos si

existe la integral impropia / f(z)dz.
-1

1 c 1 1 1
/ f(x)dx = lim —dx + lim —2dac
1 xT

c—0~ 1 x? c—07t
1€ 1)t
= lim —2~ + lim —2~
c—0— —1 c—0t c

1 1
= lim (———i—l) + lim (———1)
c—0— c c—0T c
=-o00o+1—-00—-1

= —00

Por lo tanto, esta integral no existe.
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Observacion 6.1.17 También se pueden aplicar estas definiciones cuando hay varios pun-
tos conflictivos a < ¢1 < e < -+ < ¢, <b

b c1 co Cn b
[ t@do= [ s@dn s [ p@dast [ f@dos [ s
a a c1 Cn—1 Cn
donde cada integral de la derecha se ha obtenido como un limite.

Integral de referencia

Ejemplo 6.1.18 El ejemplo que veremos ahora constituye una integral de referencia para
aplicar distintos criterios de convergencia.
Sib>0ypeR, laintegral impropia de segunda clase:

b bl
0+ 400 si p>1.

En efecto, si € > 0 tenemos

Entonces,

£

bi-p gl
= lim ( — >
e—0\1l—p 1-—p

1-p 1-p
b lim —(6 )

1-— p e—0 1 — p ’
Cuando € — 07 tenemos:

Im —:1—-p<0

1 €—>0+€p_1’ p

lim e P =

e—0t 1
11’1%1+6_p;1—p>0
E—

Por tanto,

i 1P — 400 sil—p<0
e—0t 0 sil—p>0
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Sip =1, entonces

b 1 b
/ —dz = lim Inz| = +o0o.
0

X e—0t €

En particular, tenemos que

/1/2 1 )

| | —dl‘ = —.

o+ .%'1/2 \/5
21

. / ——dx = 2\/5.
0

+ xl/2

1/3
= / 3—/2dac es divergente , pues el exponente de x es mayor que 1.
o+

Propiedades de las integrales impropias de segunda clase

Las propiedades de la integral de Riemann se extienden, mediante procesos de paso al
limite, a las integrales impropias. Por ejemplo:

1. Linealidad: Si f y ¢ son integrables en [a, b[ y si sus respectivas integrales impropias
son convergentes, entonces también existe, es decir, es convergente la integral im-
propia de ¢f + dg sobre [a, b[; cualesquiera sea ¢,d € Ry se tiene:

b

/ab_(Cf(x) +dg(x))dx = c/a _ f(x)de + d/a g(x)dz

2. Regla de Barrow: Si f : [a,b[— R es continua en [a,b[, si F : [a,b]— R es una
funcién primitiva de f en [a,b[ y si existe el limite:

t—b—

/a " i e)de = 1m <F(t) _ F(a)).

Entonces este limite es el valor de / f(x)dx lo cual lo podemos abreviar como:
a

-
F(z)

a
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3. Cambio de variable

» Si f:[a,b]— R es continua en [a,b].
» Sip:|a,B8[— R tiene derivada continua en su dominio, —oco < a < ff < +00
tal que p(a) = a, p(8) — b~ cuando t — [~ ysi

= ¢([a, B]) = [a, 0]
entonces
b~ B8~
[ sw@de= [ semnewa
Si una de las integrales es convergente (divergente) la otra también lo es.

4. Integracién por partes: Si u y v son funciones con derivada continua en [a,b]
y son convergentes dos de los tres términos de la ecuacién 6.2, entonces el tercero
también lo es y se tienen la igualdad:

-
—/ o' (z)v(x) do (6.2)

Observacion 6.1.19 Todas las propiedades son validas para integrales sobre intervalos
de la forma Ja, b] , cambiando a por a™ y b~ por b.
Criterios de convergencia para integrales de segunda clase
Criterio de Comparacion
Si f y g son funciones positivas, integrables en [z,b],para todo x €]a,b[ tales que

f(z) < g(x) para todo = €a,b[. Entonces:

b b
= Si / g(x)dx converge, entonces / f(x)dz converge. ademds se cumple que
a a

[ s < [ gt

b b
] Si/ f(x)dx diverge ,entonces/ g(x)dx diverge.

Observacion 6.1.20 La demostracion del criterio de comparacién estd basado en las
propiedades de la integral de Riemann y de los limites. en particular de la propiedad
siguiente: Si h :]Ja,b[— R es creciente y acotada superiormente, entonces lim, ;- h(x)
existe.
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Criterio de comparacion al limite

Si las funciones f, g son positivas e integrables en [x,b] para todo z €]a,b|, tales que

lim @:k;&o,

z—at g(x)

b b
entonces las integrales impropias / f(x)dxy / g(z)dz ambas convergen o ambas diver-
a a

gen.

b b
Si k = 0, entonces la convergencia de / g(z) dx implica la convergencia de / f(z)dx.
a a

dz

3 —x2+4x —4
integrando tiene una discontinuidad en x = 1 y usando el criterio de comparacion al

diverge. En efecto, como el

2
Ejemplo 6.1.21 1. La integral [ :/
1

limite, escogeremos como ¢ la funcién T
x [e—

3 —22+4x—4
r—1
(x —1)(x2 +4)

x2 44"

Por lo tanto,
1 1

:l:rrllx2+4:g

£ 0.

2
Como / 1dac diverge, la integral dada inicialmente también diverge.
1 T

w/2 dx
2. La integral / es convergente ya que:
0

v/ SEN T

lim —— Ly SR
1m L—— = 11m =
a—0t \/senx  \/r  z—0t \ senz




664 CAPITULO 6. INTEGRALES IMPROPIAS Y SERIES

Asi, como el cuociente es 1, sabemos que ambas integrales convergen, o ambas inte-

3 dx
grales divergen. Por lo tanto, usando la convergencia de / 7, podemos concluir
0 x

w/2 dx
ue converge.
d /0 Vsenw &

o
3. La integral/
0

xT

N

diverge. Ya que,

Por lo tanto:

e

N )
lim Y = 1lim e =1,
z—0+ 1 z—0t

23/2

Implica que el limite del cuociente cuando = — 0 es 1, por tanto, ambas integrales

1
convergen, o ambas divergen; y como la integral / =7 ©8 divergente, pues el
o T

T

oo
exponente de x es mayor que 1, podemos concluir que / diverge. Notemos

T
que como ya hemos estudiado la convergencia en un intervalo del tipo S =]0,a[; a €

R, v hemos concluido que la integral alli es divergente, no es necesario estudiar que
ocurre en todo R™, por cuanto si diverge en S C RT, diverge en todo R™

6.1.4. Otros criterios

Los criterios generales estudiados anteriormente no son suficientes para todas las dis-
tintas posibilidades que pueden darse, por ejemplo la integral

T sen x
dx,
0 T

no puede ser estudiada con dichos criterios. Para ello se necesitan teoremas mas especificos
como el siguiente.

Teorema 6.1.22 Si f y g son funciones tales que:
1. f es continua en [a, co].

2. g’ es continua en [a,o0[ , ¢'(x) <0y lim g(x)=0.

r—400
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3. F(z)= / f(t)dt es acotada para x > a,

entonces oo
|t iz,

es convergente.

sen T

dx. converge.
x

—+00
Ssen r
dx.
0 xr

Notemos que esta integral no es impropia en 0, por cuanto existe h’n})
r— xr

en x = 0 el integrando no diverge a 400, y por tanto podemos separar el dominio de
integracién en dos intervalos de la forma [0, a[ y [a, +oo[. Por simplicidad, consideraremos

a =1, asi:
+oo 1 +o0o
senx sen x senx
dr = dzx + dzx
0 & o T 1 T

En el capitulo 3, vimos que dos funciones integrables que difieren en un punto, tienen la

misma integral. Sea:
sen x
;x #0

1 ;2 =0

+00
Ejemplo 6.1.23 La integral /
0

En efecto, consideremos:

Sen xr

= 1; asi,

Entonces:

1
senx .
Luego dx existe.
0 X

+° genx 1 ) ) 1
En cuanto a / , sean: f(z) =senx ,g(z) = — Esto implica que ¢'(z) = ——; Por
1 x x x

tanto:

» Como f(z) =senz es continua en R, en particular lo es en [1, +00]

» g (z) = —a e continua en [1,+0o[ y es negativa en dicho intervalo, ademads:

1
lim g(z)= lim —=0

r—+00 r——4oco I
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T T T
» F(x) = /1 ft)dt = /1 sentdt = —cost| =cosl — cosz, y como:
1

—-1< cos T <1

1< —CcosT <1
cosl —1<cosl—cosx <cosl+1
cosl—1<  F(x) <cosl+1

Por lo tanto, F(z) es acotada, para todo x > 1

Asi, aplicando el teorema 6.1.22, vemos que se cumplen las hipotesis por este requeridas,

y por tanto:
+o0o +oo
/ f(z)g(z)dx = / Senx7 converge.
1 1

x

Lo cudl implica que:

T gen z: Lsenx T gen z:
dx = dx + dx, converge.
0 0 1

X X X

6.1.5. La funcion Gama

Dado p > 0, no necesariamente un entero, definimos la funcién llamada Gama, medi-
ante la integral

“+oo
I'(p) :/ 2P le % dr.
0
Esta funcién cumple las siguientes propiedades:

1. T'(p) estd bien definida para todo p > 0. (i.e. I'(p) € R).
Para ello divida el intervalo de integracién en dos partes: desde x = 0 hasta 1 y
desde 1 hasta z = oo y analice la convergencia de ambas integrales impropias.

2. I(1)=1.

3. T(p)=(@-DI'(E-1).

4. Sip e N, entonces
I'(p) = (-1

5. Sip=n+rconneNyre(0,1), entonces

L(p)=(p—1)(p —2)..(p — )T ().

Esto nos dice que basta tabularla en (0, 1).
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6. Mediante el cambio de variable z = y? se tiene

+00 9
I'(p) = 2/ y?P e Y dy.
0

A partir de lo cual podemos deducir que:

1 oo 2 too e
I'(z)= 2/ yle ™V dy = 2/ e ¥ dx.
2 0 0

1 1 Heo
—F(n i ) = / 2"e " dz.
2 0

7. Sin €N, se tiene
+o00 9
I'(n/2) = 2/ Yy lemV dy.
0

8. Sin €N, se tiene
+o00
I'(n/2)=(n— 2)/ y"Be Y dy.
0

6.1.6. La funcién Beta

Dado p > 0 y ¢ > 0 no necesariamente enteros, definimos la funcién llamada Beta,
mediante la integral

1
B(p,q) =/ 2P H(1 — 2)7 .
0
La cudl cumple las siguientes propiedades:

1. B(p,q) estd bien definida para todo p > 0,q > (i.e. B(p,q) € R)

3. ( Simetria)
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4. ﬁ@&)Zgiimp+Lq—l)

5. Sig € N, entonces
(¢— 1)
p+1.(p+qg-1)

MR@ZP(

y andlogamente si p es entero.

6. Sig € N, entonces multiplicando numerador y denominador por I'(p) se tiene

7. Haciendo el cambio = = sen?(t), se tiene

/2
Blpea) =2 [ s () costt .
0

5(1/2,1/2) = .

©

Suponiendo que la férmula (6) es cierta siempre. podemos demostrar que

D(1/2) = V7

Ejercicios resueltos

1. Dos amigos deciden ir a ver una pelicula al cine, pero no logran decidir cudl. El
primero propone “El Mosquito Asesino”, y el segundo “La Lagartija Sinvergilien-
za”. Para dirimir el problema, el primer amigo propone al segundo que resuelva la

siguiente integral:
1
1
1
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Si la solucién es correcta, veran “La Lagartija Sinvergiienza”, sino, veran “El Mosquito
Asesino”. Considerando el segundo amigo que el problema es bastante facil, acepta
el desafio, y resuelve:

1 1 —11
1

/ —22/ v e =

1 -1 —17

El primero dice entonces: “Creo que iremos a ver mi pelicula”.

——1-1=-2
1

a) (Coémo pudo el primer amigo, sin resolver la integral, saber que el otro se

equivoc6?

b) ;Cual fue el error del segundo amigo?. ;Cual es el verdadero valor del problema
propuesto?

Solucién:

a) Sin resolver la integral, el primer amigo noté que como 2 > 0 para todo = € R,

1 . , .
entonces o > 0, para todo = € [—1, 1]; Luego, necesariamente, segin la teoria,

1

1

/ — > 0. Asi, sin resolver la integral, detecté que la solucién era
1T

incorrecta.
b) El error fue el siguiente:

1
Si f(x) = 5 Con f:[-1,1] — R; entonces 0 ¢ Dom(f), por tanto, la integral

se debe separar en dos casos:

/1952 /1952 /OUZ7

En donde cada integral es impropia de segunda clase. No obstante, usando el
1

1
d
ejemplo 6.1.18, podemos decir que la integral / —g, diverge, por tanto / 5
0o X 1T
diverge.

2. Resolver:

+o00o .%'2
a —dm
) /0 1+ a2

2
b) / i
R1—|—CL'
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Solucién:

+o00 2
a) / 5dr Es una integral impropia de primera clase.
0 1 +x

Usando la definicién:

+o0 2 ! 2
/ T _dr= 1m | ——du;
0 1+ l>+o0o Jg 14+

Sumando y restando 1 en el numerador, obtenemos:

.2 l l l
1-1 1 1
i [ e = aim [ (1- dz = lim / da —/ — dx}.
l—4o0 Jy 14z =400 Jo 1+ 22 I—+o0 | Jp o 1+ x2

s 1
Como arctan x es una primitiva de T3 2 tenemos que:
x

l

l 1 !
1
lim / dr — / ——dr = lim (x| —arctanz
l—+oo ( Jo o 1+ =00 0 0
lim (I — arctan! + arctan0) = lim (I — arctanl)
l—+00 l—+o0

Aplicando limite obtenemos:

lim (I — arctanl) = 400 — T =t
l—+o00 2

+o0 2
Por lo tanto: / T 5dx = +00, Por lo cudl la integral diverge.
0 X

b) Notemos que:

2 +o0o 2
/ T g = / B
rRl+z oo 142
Podemos escribir:

+o0 2 0 2 +o0 2
/ v 2dm:/ v de—{—/ x—Qdac
oo 1+x oo 1+ 0 142z

+oo .%'2

Como la segunda integral diverge, por lo calculado en 2a, / mdm di-
oo x

verge

3. Utilice el Teorema 6.1.22 para demostrar la convergencia de:

/+°° sen T d
.
0 Vi
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Solucién: Como:

sen senr /T
lim = lim C =
a—0 Jr  2—0 Jx x
senx
= lim x - =0-1=0
z—0 X

Al igual que el ejemplo 6.1.23, la integral:

Lsenz
dx
|

no es impropia, y por lo tanto:

1
sen x
dr € R.
I

sen xr

vz

Para analizar la convergencia de f1+oo dx, aplicamos el teorema 6.1.22, con:

f(x) =senx
1

g(z) = ﬁ

» f es continua en [1,4o00|

1
» J(x) = R es continua y negativa en [1,+oo[. Ademsds, xl_l)r_{l()()g(m) =
1
lim — =0

r——+00 €T

xT
» F(z) = / sentdt = —cost + cos 1 es acotada para = > a.
1

sen T

dz

+00
Por lo tanto, se cumplen las hipdtesis del teorema 6.1.22; y entonces / N
x

converge. 0

4. Demuestre que:

1
/ In"z = (-1)"n!; n € Ny
0

Notacién: In"z = (Inz)"
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1
/ In" z
0

Notemos que 0 ¢ Dom(lnz), por lo tanto debemos calcular:

1
/ In" x
o+

Asi, en virtud de la definicién de integral impropia de segunda clase:

Solucién: Consideremos:

1 1
/ In"z = lim In" z
0

+ e—0t J¢
Sea:
r = eP, entonces:
dx = ePdp
Y por tanto:
= Siz = 1, entonces:
efF =1 «—
p=lhl «—
p =
= Si z = 0, entonces:
= —
p=Ine
Por lo tanto:
1 0
lim In"z = lim e - In" el dp
e—01 J¢ e—=0% Jlne
0
= lim p"ePdp
e—=0% Jine

Notemos que si e — 0T, entonces Ine — —o00. Sea u = Ine; entonces,

0 0
lim pePdp = lim p"ePdp

e—=0% Jine H==00 Ju

w
= — lim p"ePdp
H——=3 Jq
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Sea:
p = —t; entonces:
dp = —dt
= Sip=0, eontonces —t = 0, lo cudl implica que t =0
= Sip= u, eontonces —t = u, lo cudl implica que t = —p.
Y por tanto:

p——00 Jq

1 —p
— lim p"ePdp = —limp — —oo/ —(—t)"e tdt
0
—h

= lim (—t)"e " at

H—=30 Jp

nw
= (=)™ lim t"e tdt

p——00 Jq

Notemos que cuando p — —oo, tenemos que —p — +00. Sea 3 = —pu, entonces:
—H B
(-=1)™ lim t"etdt = (—1)" lim t"e tdt
H——00 Jq B——+o0 0

Lo cual, por definicién de integral impropia de primera clase es:

+oo
(—1)"/ thetdt
0
Y por tanto, podemos concluir que:
+o0 oo
(—1)"/ e tdt = (—1)"/ D=1t gy
0 0
= (=1)"I'(n+1); comon € N

= (—1)"n!

Por lo tanto: .
/ In"z = (-1)"n!; n € Ny
0

1
5. Para f(z) = v
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+o0
a) Determine / f(x)dx
0

—+00

b) Determine flx)dx
2
c) Calcule:
/ f(z)dz; Donde:L = {x € R: |z| > 2}
L
Solucién:

a) En este caso, la integral es impropia tanto de primera clase como de segunda
clase, por cuanto, por un lado estamos trabajando sobre un dominio no acotado
[0,400], vy ademds 0 ¢ Dom(f); luego nos conviene separar el dominio de
integraciéon en dos partes, de la forma [0, +oo[= [0,a[U [a,+o0[. pero como
sabemos que f est4 definida para todo a € RT, escogemos a = 1, Asi:

+oo 1 1 1 +oo 1
/ m—l; dm:/ x—i; dm—|—/ x—i;) dx.
0 T o 7 1 x

Y ocupando la definicién, esto es igual a:

1 1
1 1
i [ 2 i+ 1 [ s
e—0+ € x l—+o00 1 X
Notemos que:
z+1 x 1
/ 3 dx:/(E—i_E)dx
1 1
= [ ()
1 1
=———-—+C.
x 222
luego:
1 l 1
1 1 1 1 1 1
tm [ 2 lde st dim [ e = dim [~ - =) | 4+ lim (—oy — -
e—0t+ J. l—4o0 J; e—0+ \ 2% x l—>400 \ 272 =

Evaluando obtenemos:

s {iem- (-} { ) - oo
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Lo cual es simplemente:

Ii 3+ ! + ! + 1 ! ! +3

im (— — 4+ - m [ — — -

€0+ 2¢2 ¢ l—+oo \ 202 ]

Aplicando limite obtenemos:
(—34+004+00)+ (0 —0+3) = +0o0 + 3 = +00.

Por lo tanto, la integral diverge.

+o00 +oo o +1
b) / f(x)dx = / = dr Esta es una integral impropia de primera clase,
2 2

pues esta sobre un dominio de integracién no acotado, pero f estd definida
para todo valor en el intervalo [2,4o00[. Asi, aplicando la definicién obtenemos

que:
+oo 1 P 1
/ ”dezlml/‘”de
2 X p—+00 2 X

Usando los resultados del item anterior, concluimos que:

T4+ 1 , 1 1
7—dr = lim | —o— ——
9 T p—-+oo 2z T

p

Aplicando limite obtenemos:

0-0+1=1
Por lo tanto: oo
1
/ xt} dr =1
2 T

—+00

/Lf(a:)da: = /: f(z)dz + , flx)dx

-2 —2 +o0 +00
1 1 1 1
—0o0 L —0o & 2 xr 2 A
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+00
las integrales de la forma / —pdm, con p > 1, a > 0 convergen. Ademas,
x
a

COmo — es pary — es impar, entonces claramente:
X X
1 oo
Lz 2 x

Por lo tanto:

6. Dada: )
flx) = 567‘33‘; zeR

+oo
a) Calcule, si es que existe, f(z)dz
o0

b) SiF(x)= / f(u)du, Sin resolver la integral, determine:

1) Dominio de f.
2) Signo de f.
¢) Responda la pregunta anterior, resolviendo la integral.

d) Generalice el Teorema Fundamental del Célculo, para calcular F’(z). Analice
la existencia de puntos criticos y el crecimiento de F'.

e) Calcule F”(z). Analice la curvatura de F.

f) Determine, si existen, asintotas horizontales y verticales de F
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i)
i)

,Cudl es el recorrido de F'7. Deduzca que 0 < F(x) <1

Calcule, si es que existen:

. /Rxf(x)dx

. / 22 f(x)dx
R
1
Determine M € R, tal que F(M) = 5

Determine P € R, tal que F(P) = «

Solucién:

a)

Si estudiamos que ocurre en R*, Como sobre [0, +0c[, |z| = =, podemos escribir
simplemente:
+oo 1 1 400
/ Zellgy = —/ e *dx,
o 2 2Jo

+oo
Sea I = / e~ *dx. Esta integral puede ser resuelta por dos caminos posibles.
0

1) Usando la definicién:

+o00 P
I :/ e *dr = lim e *dx
0

p—+o0 J
P
= lim —e®
p—-+oo 0
= lim (—e ?P+1)
p—too

, 1 .
Como lim — = 0; se tiene que:

p—+0o0 €
lim (—e?4+1)=0+1=1.
p—too
Luego:
+00
I= / e fdr =1,
0
1 1 1
1 | Itadoes: —-I==-1=—
uego, el resultado es: o 5 5
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Usando la funcién gamma:

+oo
MNa) = / t* te "t
0

Colocaremos la integral a resolver bajo esta forma; asi:

400 +o0 +o0
I= / e Ydx = / Ve %ds :/ e %de =T(1)
0 0 0

Como 1 € N; tenemos I'(1) = 0! = 1.
1 1 1
luego, el resultadoes: — - [ = —--1=—
2 2 2

1 _ _ .
Como f(z) = 3¢ 7l es una funcién par, entonces podemos decir que:

NN

—00 — 0o

asi:
+oo +oo 1 1

/ f(x)dac:Q/ —eltlgr =2. 2 =1
oo 0 2 2

Si F(x) = / f(u)du, entonces:

1
Como el integrando, f(u) = 567‘

|
F(a:):/ §ef‘u|du.

“', es continuo para todo u € R, y sabemos

que la integral de esta funcién converge en R, entonces F siempre existe, asi
Dom(F) = R. Por otra parte, como la funcién exponencial es siempre positiva,

entonces:

1
§e_|“‘ > 0, para todo u € R, luego:

1
/ 567|“‘du > 0, para todo A C R; en particular si A =] — oo,z]; = € R,

por lo tanto:

0
F(z) = / f(u)du > 0; para todo x € R.

Luego, F' es siempre positiva.
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¢) Resolviendo la integral:

Pz) = /; F(u)du = /; %alu\du.

Notemos, que como hay un valor absoluto en el integrando, debemos distinguir
entre los casos x > 0,2 < 0.
Sea B =| — 00, z]

» Siz <0, entonces B C R~ por tanto |u| = —u, para todo u € B. As:

F(x) :/le”|du
B2

1
— | Ze—(Fuy
e U
/52

Luego, el problema se reduce a calcular:

Ocupando la definicién tenemos que:

1 1
F(z) :/ §e“du: lfim ie“du

pP——00

oo »
Calculando la primitiva,y evaluando en los limites de integracién, obtenemos:
1,0 1
F(z)= lim —e“ =- lim (e —¢€P)
p——00 » p——00

Como sabemos que si p — —o0, entonces e? — 0 nos queda que:

1 1
— lim (e —eP) = —¢”
2 p——o0 2

Luego, podemos concluir que:

» Siz >0, entonces B=R; UL, donde £ =]0,z] C R, Asf:

1 1
F(z)= [ e du= —e gy,
2 ~ur 2
B Ry UL
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Como los conjuntos son disjuntos, obtenemos simplemente:

F(x) = le_‘uldu =
—-r 2
Ry UL R

Claramente |u| = u, para todo u € L, y |u| = —u, para todo u € R, luego:

1 1
F(m):/ —eudu—|—/ —e “du
Ry 2 c?2

0
Lo que en terminos mas simples puede ser escrito como:

0 1 " T q Y
F(x) = 3¢ du + ; ¢ du

Claramente el primer miembro de la suma es F'(0). Asi,

1e_ludu—i—/ 1e_‘uldu
2 2

0

Fla) F(0)+/$1‘“d 1+/x1—ucz
) = —e Ydu = = —e " Ydu
0 2 2 0 2
Resolviendo la integral involucrada, obtenemos que:
1 1 v 1 1 1
@) =gty )= —e by =1 g

Por lo tanto:

1
F(x):1—§efx; x>0

Asi:
L o Siz <0
—e* Siz
2
F(x) =
1
1—§e$ Siz >0

Donde claramente se aprecia que Dom(F') = R, ademés, como la funcién expo-

nencial es siempre positiva, vemos que la primera rama de la funcién lo es, en

cuanto a la segunda rama, notemos que e~ % es una funcién decreciente, cuyo

maximo valor en Rar se alcanza en el 0, y este valor es 1, a partir de ahi la
funcién siempre decrece y por tanto la tercera rama es siempre positiva.

d) Recordemos que el Teorema Fundamental del Célculo nos dice que si:

F(x) :/ f(t)dt; a € R; entonces:

F@z%fﬂwﬁﬂ@
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Como este teorema es valido para integrales de Riemann, que no son impropias,
escribimos:

T @1 1
F(z) = / 567‘“|du = / §e*|“‘du —|—/ 567‘“|du; con a € R
—00 —00 a

d @1 1
/ _“ =yl e (]
F'(z) = </ 5¢ du + /a 7€ du>

¢ 1
Como / Ze Tl gy existe, y es constante, su derivada es 0. En cuanto a
—0o0

x
/ —e_lu‘du, como a € R, es una integral de Riemann, y por tanto,
a

podemos aplicar el Teorema Fundamental del Célculo, Asi:

1 1
F,(‘T) - O+ _6_‘1“ = —e_lxl — f(l')
2 2
Luego:
1
F'(m) =0, si y solo si, 56—\90\ —0.
Lo cual jamés ocurre ;asi, F' carece de puntos criticos. Por otro lado, como

1
F'(x) = §e_|$| > 0, para todo = € R, F es siempre creciente.

&) F'a) = - (F(x)) = (%em)

Notemos que:

%e”‘“, z <0
Fl(z) = f(z) =
%e_”” x>0
Luego:
= Six<O0:
d d (1 1
@) =1 (3) = 3¢
= Six>0:
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m Siz=0:
Como en este punto se produce un cambio de definicién de F’, debemos
estudiar la existencia de F”(0) = f/(0), Usando la definicién de derivada:

o simplemente

o £0) = 10

h—0 h

1
Notemos que si h — 0T, entonces f(h) = 567h, pero si en cambio h — 07,

1
tenemos que f(h) = —el; por tanto deben separarse los casos:

2
_ l-h_1
h—0+ h h—0t h
factorizando T .
lim 5(6 - 1) o l (67 B 1)
h—0t h 2 h—0t h
Recordemos que:
, bt —1
lim =1Inb
u—0 u
haciendo un cambio de variable de la forma h = —u, notamos quesi h — 07T,

entonces u — 07, y podemos reescribir nuestro limite como:

1, e*¥—1 1, e“—1 1
- hm = — = 111’[1 :__1116:——
2 u—0- —U 2u—0- U 2 2

Notemos que como el limite que hemos usado de referencia existe para
u — 0, significa que en particular existe por derecha y por izquierda, y
obviamente converge al mismo valor.

Por otro lado, si h — 0~

lim 27 2 i
h—0— h h—0+ h

factorizando
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En este caso, aplicamos en forma directa el limite de referencia y vemos

que:
1 h—1) 1 1
— lim u:—lne:—
2 h—0- h 2 2
Asi, vemos que no existe el limite cuando h tiende a 0, y por ende, no existe
F/l(o)
Luego:
1 T
= <0
563 %
F'(z) = f'(z) =
L >0
7€ 3 T

o lo que es lo mismo:
" L. —|z|
F'(z) = —§Slgno(aﬁ)e ; x € R—{0}

Observando la forma de F”, vemos que F” > 0,siz <0,y F” <0, si x > 0,
luego la funcién F es:

» Convexa sobre | — 0o, 0]

» Concava sobre |0, 4+00|
Es interesante notar que el 0 es un punto de inflexién para F', pese a que F”(0)
no estd definida; la razon, es que en x = 0, hay un punto de cambio de curvatura,
recuerde que F(0) si esta definida.

f) 1) Asintotas Verticales: Como F' es continua, carece de asintotas verticales.

2) Asintotas Horizontales:
» lim F(z)= lim —elldy = / —e 1ldz = 1, por lo visto
2 2

r—-+00 r——+oo [

en 6a. Luego la recta y = 1 es una asintota horizontal

. ) R R
» lim F(z)= lim 3¢ dx = 3¢ dx =0, pues la
e ¢} —00

r— —00 r——00 [ __

u
1
integral / §e_|$ ldx es convergente para todo u € R. Luego la recta
—o
y = 0 es otra asintota horizontal

g) Como F es derivable en todo R, entonces F' es continua en todo R; ademas,
como F' es siempre creciente y positiva, y tiene por asintotas verticales las rectas
y=0ey=1, entonces Rec(f) =] —1,1[; luego 0 < F(z) <1
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1
Para analizar la existencia de la integral / xf(x)dx = / x - §e_|$| dx
R R

Analizaremos la existencia de la integral sobre R* . Usando integracién por

partes tenemos
(&
/ xe Ydr = (—ze " + /ex dx)
0

Tomando el limite cuando ¢ — +o00, obtenemos que dicha integral converge.
Ahora podemos usar que f es par y  es impar, y por lo tanto, su producto
es impar. Asi, la integral sobre R vale cero.

Observacién: Este problema puede ser resuelto usando la funcién I'.Se
recomiemda al estudiante que, como ejercicio, lo resuelva por esta via que
es mucha mas rapida.

C

o

Nuevamente analizaremos la existencia de la integral impropia sobre RT .
Esto puede ser hecho usando la definicién o la funcién I'. Presentaremos
ambos métodos.

Usando la definicién tenemos,

+oo
/ e T dr = .
0

u = 2 — du = 2xdx
dv=e¢% dxr =— v=-—e%

Integrando por partes:

Asi, tenemos que
C
(&
lim r?e % dr = lim ( — e %g?
c——+00 0 c——+00

+ 2/ ze dw).
0

0

Aplicando la propiedad de limites,

Cc
Cc

> +2 lim ze Tdzx.

lim ( — e T2
c——+o0 0

c——400

Aplicando nuevamente integraciéon por partes:

dv=e¢% dxr =— v=-—e%
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Asi, obtenemos

[

)—|—2 lim (—e T

C

—|—/Oce mdm)

lim ( — e g2

c—+400 c——+400
0 0
2 c
lim — 42 hm — + 2 lim (—e™ %)
c—+oo e€ c——+00 c—+00
0

2

) C ; C ; -
— lim — -2 lim ——2 lim (e “—1)
c—+oo € c—+o0 e€ c—+o00

= (k)

. ;o . . . . oo
El primer y segundo limite dan origen a formas indeterminadas de tipo — ,

para los cuales usaremos regla de L’ Hopital. el tercer limte es directo. Asi,
la expresién (**) queda como:

3 2c ; 1
()4) = — lim — —2 lim — —2(0—-1)

c—+oo e c—+o0 e

2
=— lim —+4+2=2.

c—-+oo e

+oo 1
/x2f(a:)dac:2/ —e Pl dy = 2.
R o 2

Usando la funcién Gamma

+oo +oo
/ 22 f(x) de = / e dr = / 23 e dp = T(3).
R 0 0

Como 3 € N, entonces I'(3) = 2! = 2.

Por lo tanto,

1 M q 1
F(M):§ <— / 567|m|da€:§.
— 00

Pero,
1M
5€ M <0
F(M)=42" "~
(M) {1—e—M/2, M >0.
= SiM <0
1 1, 1 o
FM)=z <<= e’ =2 < €' =1 <= M=hl < M=0.
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» SiM >0
-Mo 1 1
F(M):1—e2 = = e Mo D s Mol = M=0
Luego,
1
F(M):§ = M=0

P
F(P)=a < / §e_|m|dx:a.

1
Notemos que si o = 3 entonces P = 0 por lo visto en 6. Como I es creciente,
1
sia < = = P < 0 y se busca con la definicién de F sobre R™, y si

1
a>—= == P >0 y se busca usando la definicién de F sobre RT.

1
m Sia< =
e 5
1 1 p P
F(P):§ = ¢ =a = e =20 <= P =In2a.
1
n Sia< =
e 5
1 1 p p .
F(P):§<:)1—§e —a<=2—¢ =2a<=2-2a=c¢ <:)P:1n(2—2a),
Asi,
1
In 2« oz<§
P = 0 Oé:%

Ejercicios propuestos

1. Demuestre que las siguientes integrales convergen e interprete geométricamente .

) /+OO 1 d
a ; 2 x
+o0 1
b —d
) /0 A1

+o00o .%'2
—d
) /0 i +1 v
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+o0 1
—d
4) /_Oo 211"
+00 9
e) / xe ¥ dx
0
o @tDE+2) "
+o0 1
——d
0
1
h) / ! dx
0 1—=x
1

1
/0 VAt o) da

Indicacién: Usar comparacién al limite con g(x) =

11—z

. ! 1

2 e e
w/2 1

k) /0 \/mdx
+oo dx

) [ araE
+o0 9

m) /_ e ¥ dx

2. Demuestre que las siguientes integrales divergen e interprete geométricamente .

+o0

a) /0 x2+1 dx
+oo ]

b)/ ﬂdm
2
+oo

2 /0 xlnx
+o0

d)/ x+3 e
0 m—{—l (z+1)(z +2)
+oo

e

A o
+Ooefm

f)/ —dz
0

X
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3. Demuestre que

—+oco
/ e Tx"dx = n!
0

Indicacién: Use formulas de reduccion o Funcién Gama.

4. Demuestre que

+00 1
/0 e * cos(ax)dr = T a2
5. Demuestre que
1 2| 1 2 +
a) / 7 dex = £ In w + 2arctan(zv2 + 1) + 2arctan(zv2 — 1) + ¢| .
Indicacion:

14+2% =1+2%+22% — 222
= (14 2%)% — 222
= (1—2vV2422)(1 +2vV2 + 22).

oo 1 2
b) / ar = V2T
0

zd+1 4

6. Demuestre que

a) / 2> dxzﬁ

zd+1 8

1—2v2+ 22
n—
1+ 22+ 22

oo q 2
b) / 1 dx:\/—W
0 X +]. 4

+ 2arctan(zv2 + 1) + 2arctan(zv2 — 1) + ¢| .
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7. Demuestre que

/+OO 1 T
de = —
o l1+a2+ 244 ab 4

Indicacion: Observe que
T+2?2+ 2+ 25 = (1+22)(1 + 2%) y use los ejercicios 1a,5b, 6b .

8. Demuestre que

b 1
dr=m
/a V(z—a)(b—x)

Indicacion: Use el cambio de variable v =  — a y a continuacion use una nueva
variable v de modo que
1 _1
u—5(b—a)=35(b—a)v.
No se olvide que al cambiar de variable debe cambiar los limites de integracion.

1- ™1 — cos
9. a) Calcule h’n% ﬁ.g)Qué puede decir de la integral / # dx ?
T— x 0 x

1—
b) Calcule lim sy

z—0 \/E )
01 —cosx
¢) Demuestre que ———dx
0 x
converge usando criterio de comparacién al limite con g(z) = — eligiendo un
x
p apropiado.

2

10. a) Calcule lim ——.
z—0 1 —cosx

T dx
b) Demuestre que —dx
o l—cosx
diverge.

11. Demuestre que las siguientes integrales convergen:
™
a) / In(sen x) dx
0

w/2
b) / In(tan x) dx
0

1
1—=x

1
12. Demuestre que la integral / In ( > dx, converge.
0

Use el cambio de variable: y = T .
-z
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13. Dada la curva y = ze®, demuestre que el drea A acotada asintéticamente por la
parte negativa del eje X y la curva vale 1.

14. Demuestreque el volumen del sélido de revolucién que resulta al girar en torno al
eje X la regiéon acotada por dos semiejes positivos, la recta y = 1 y la curva y =

3
cotanh z — 1, vale 7(1 +2In2 — 3 In3).

15. Utilice el Teorema 6.1.22 para demostrar que las siguientes integrales convergen:

+o0
/ sen 22 dz. Use el cambio de variable u = /.
0

a)
—+o00
b) PR G, si0<p <2
D
0 T
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6.2. Series Numéricas

Intuitivamente una serie es una suma infinita de nimeros. Como aritméticamente no
se puede sumar una cantidad infinita, estas sumas deben ser tratadas con el concepto de
limite.

6.2.1. Conceptos generales

Definicién 6.2.1 Una serie de término general a, ,a, € R, n € N se denota
“+o0o
$=Y
n=0
y se define :

1. La sucesion de sumas parciales de la serie como aquella cuyo término general es

n
Sn:a0+a1+a2+...+...+an:Zai. (6.3)
i=0
2. La suma de la serie como el limite de la sucesién de sus sumas parciales, es decir:

o0
E ap = lim S,=2S5. (6.4)
n—-+o0o

n=0
Si tal limite existe, diremos que la serie converge hacia S, si el limite es 4o0
diremos que la serie diverge a 400.Si las sumas parciales oscilan, diremos que la
suma de la serie oscila.

Nuestro objetivo es estudiar métodos que permitan analizar la convergencia de series. En
primera instancia debemos tener presente todo lo estudiado en la secciéon de sucesiones
1.2. Por ejemplo, segiin el teorema de las sucesiones mondtonas, teorema 1.2.27,
toda sucesién mondtona y acotada es convergente, asi obtenemos el més elemental de los
criterios de convergencia para series.

+oo

Teorema 6.2.2 Si la serie E an es de términos positivos, es decir, a,, > 0 para todo
n=0

n € N y si la sucesién de sus sumas parciales es:

1. acotada superiormente, entonces la serie es convergente.

2. no es acotada superiormente, entonces la serie diverge a +oc0.
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Teorema 6.2.3 Criterio de divergencia

—+00
1. Sila serie E a, es convergente entonces la sucesién (ap)nen tiende a cero.
n=0
+o0
2. Si la sucesién (ay)nen no tiende a cero , entonces la serie g an es divergente.
n=0
Demostracién:

1. Si la serie es convergente entonces, la sucesiéon de sus sumas parciales converge.

Ademsds, lim S, = lim S, 1 =.5. Como el término general de la serie se puede
n—-+o0o n—-+o0o

escribir en funcién de los S, tenemos:

Qp = Sn — Pn—1,

luego,
lim a, =0.
n— 00 "
+o0
2. Si una serie Z an es tal que
n=0
lim a, # 0,
n—-+o0o

entonces no puede ser convergente.Pues, si lo fuera, por el item anterior tendriamos
lim a, = 0. Y esto contradice la hipétesis.
n—-+00
Teorema 6.2.4 Criterio de Convergencia de Cauchy.
La sucesién (z,) es convergente si y sélo si : dado e > 0 existe N = N(e) tal que
|Zp4p — zn| < €, para todo p € Ny para todo n > N.

Una consecuencia de esta proposicién es el siguiente teorema.

Teorema 6.2.5 La serie Z:ﬁ% an es convergente si y sélo si: dado € > 0, existe N =
N(e)tal que | "N a,| < ¢ € Ny para todo n > N.

Demostracién: Se deduce del resultado anterior aplicado a la sucesién de sumas parciales
_NJ=n_
Sp=3"_ga;.- 1
Recordaremos una serie estudiada en la seccién 1.2, la serie geométrica que es una
de las series de referencia.
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“+00
Una serie de referencia: la serie geométrica La serie geométrica de razon 7, E r"
n=0
es tal que :
1 .
+00 1—r posiofrf <1
n _ i 2 “ e n — .
Zr _nkrfoo(l—i_r—i_r—i_ +7") +00 , 81 r>1
n=0 . .
no existe , sir<-—1

6.2.2. Criterios basicos de convergencia de series

En esta seccion supondremos que las series son de término general positivo, es decir,
an > 0.

Teorema 6.2.6 Criterio de Comparacion:

+00 +00
Si Z an y Z b, son series de términos positivos y si existen K € Ry N € N tales
n=0 n=0
que:
+00
1. a, < Kb, paratodo n > N, entonces, la convergencia de la serie Z b, implica la
n=0
o
convergencia de la serie Z Q-
n=0
“+00
2. a, > Kb, paratodo n > N entonces, la divergencia de la serie Z b, implica la
n=0
+oo
divergencia de la serie Z Q-
n=0
+00
Demostracion: Si la serie Z b, converge, entonces sus sumas parciales son acotadas,
n=0
+oo
lo que a su vez implica que las sumas parciales de Zan también lo son. Por lo tanto,
n=0

converge.

o o

Teorema 6.2.7 Criterio de comparacién al limite Si g an Y g b, son series de
n=0 n=0

términos positivos y si ademads se cumple que:
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entonces,

o o
= SiK#0, Z a, converge siy sélo siy Z b, converge.

n=0 n=0
o o
= Si K =0, entonces la convergencia de E b, implica la convergencia de g G -
n=0 n=0

Demostracién: Para simplificar podemos suponer K = 1. De la definiciéon de limite con
1

K=1lye= 3 podemos deducir la existencia de un n € N tal que si n > N, entonces,

1

< =
2

an,
— -1
bn

Si y solo si,
1 an 3

< — <z
2 b, 2

El resultado se obtiene aplicando el teorema 6.2.6 dos veces.

Teorema 6.2.8 Criterio de D’Alembert o de la razén o del cuociente.

Si a
. 1
p= lim nt ,

n—-+4oo (07

entonces la serie de términos positivos,

+o0 convergente si p<l1
Z an es { divergente si p>1
n=0 no se puede concluir nada si  p=1.

Demostracion:

= Sip<l1.

Dado € > 0 existe N = N(e) tal que n > N(g) implica que
poe< T <pie.
an

Ademids, podemos suponer que p+ ¢ < 1. En este caso :
an1 < (P+€)an yanta < (p+e)ans1 < (p+e)(p+e)an = (p+ 5)2‘111

y sucesivamente
tnip < (p+2)Van.
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De esta forma,
N+p p

Z an < an Z(P+5)j-
n=N 7=0

La ultima serie es una serie geométrica de razén menor que uno. Por lo tanto, es
convergente. Luego,

+o00 N 400 N 400
DU SRS S SISy
n=0 n=0 n=N n=0 7=0
Por lo tanto, la serie converge.
» Si p > 1, asumiendo que (p —¢€) > 1 se prueba la divergencia de la serie. ll
Ejemplo 6.2.9 Si A € R,n € N,z €]0,00], consideremos la serie de término general:
an =n’z".
Aplicando el criterio de la razén tenemos,

a0 (1Y
n

A, nizn

Entonces,
, An+1
lim —*

n—-+oo an

Luego, la serie es convergente para 0 < z < 1 y divergente para x > 1.

Teorema 6.2.10 Criterio de la raiz o de Cauchy.
Si

i 1
p=Hm (an)r,

entonces la serie de términos positivos,

too convergente si p<l1
Z an es { divergente si p>1
n=0 no se puede concluir nadasi  p=1.

Demostracién: La demostracién de este resultado es similar a la demostracién del
criterio de la razén y se deja de ejercicio. H
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Ejemplo 6.2.11 Consideremos la serie de término general a, = 27"~ (-D" _ Aplicando
criterio de la raiz, tenemos,

1
lim a}/" = lim <2—"—<—1>">"
n—-+o0o n—-—4oo
) —n— (="
= lim 2 n
n—-+4oo
L (=D(=D™
= lim 27!2 n
n—oo
, B (_1)n+1
= lfim 27127

n—oo

Usando la continuidad de la funcién 2%

1
=27 1.20 =2 <1
2

Por lo tanto, la serie es convergente.

(-1
Observe que lim ———
n—oo n

= 0, pues, por el teorema de acotamiento:

1 (_1)n+1 1
n n n
( n+1 1
— Iim — < lim < lim -
n——+oo N n—-+o0o n n—-+oo N
( 1)n+1
0< lim <0
n—-+4oo n

Teorema 6.2.12 Relacion entre el criterio de la raiz y de la razon.

Si el limite lim existe entonces, también existe lim {/a, y son iguales.
n—+0o0  Gp n—-—+00

Observacion 6.2.13 El teorema 6.2.12 dice que si uno obtiene la convergencia de una
serie mediante el criterio de la razén, el criterio de la raiz da la misma informacién. Pero, el
reciproco no es verdad, es decir existen casos en que el criterio de la raiz da la convergencia
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de una serie y el del cuociente no. Este es el caso de la serie dada en el ejemplo 6.2.11,

1 .
no existe. Ya que:

para la cual lim
n—-+4oo an

Ani1 2—(n+1)—(—1)n+1 9—n—1—(=1)"+1

a,  2-n—(D" T g-a—(-Dr

— 9= 1-(=)" ()" _ 9= 1=(~1)"(~D+(-1)"

_ g-1+2(-1)"

., Onil . o
La sucesién no tiene limite pues,

an

2 si n es par
Ap4-1 _ 2_1+2(_1)n _

an 1 . )
3 si n es impar

Teorema 6.2.14 Criterio de la integral.
+o0

Si E a, es una serie de términos no negativos y si f : [1,00[— R es una funcién no

n=0
negativa, decreciente e integrable, tal que h'r}rl f(z)=0y f(n) = a,, paratodo n € N.
T—1T00

Entonces,
0< lim {Sn —/ f(m)dm} < aj.
n—+o0o 1

“+oo
En particular, la serie converge si y sélo si / f(x)dx converge.
1

Demostracién: En efecto, para cada k € Ny = € [k, k+1] y usando que f es decreciente,
se tiene la desigualdad:

f(k) = f(z) = f(k+1)

Por las propiedades de integral, podemos escribir:

k+1 k+1 k+1
/k f(k)dz > /k f(z)dx > /k f(k+1)dx

Como
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Se tiene que,

k+1 k+1 k-1
ap = f(k) = / f(k)dz > / f(z)dz > / f(k+1)de = apyq.
k k k
Sumando estas desigualdades desde k = 1 hasta £k =n — 1 Obtenemos,
Spn_1=a1+ags+ -+ anp_1 Z/ flx)de > as+as+---+a, =85, —a.
1

Luego,
n
—Op—1 = an—SnS—/ flx)dx < ay — S,y.
1
Consecuentemente,

an gSn—/ flx)dx < ay.
1

Tomando limite cuando n tiende a infinito, tenemos:

lim a, < hm <S —/ f(z dz>§ lim a.

n—-+o00 n—-+o00 n—-+o00

0< hm (S —/ flx da:><a1,

Que es el resultado enunciado.

Asi, por hipétesis:

Ahora demostraremos que hrf (S — / f( )da:) existe. Para ello demostraremos que

550 [ s

es decreciente, por cuento del resultado anterior, sabemos que es acotada inferiormente
por cero. En efecto,

By — Bny1 = <sn - /1 ! f(x)dx) - <sn+1 - /1 " f(x)dx)

= / (f(z) — f(n+1))dx >0, pues f es decreciente.

la sucesion:

Entonces, en virtud del Teorema de las Sucesiones Monotonas, la sucesién B,, tiene limite,
es decir:
lim B, eR

n—-4oo
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Observacion 6.2.15 Como consecuencia de la existencia del limite de B,,, tenemos:

+00 oo

= Si la integral impropia () dx converge, entonces la serie g a, converge, ya
1

que esta se puede escribir como:

n=1

400 +00
Z a, = lim B, + / f(x)dx
— n—+0o00 1

+o0 +o0o
= Si la serie Z an converge, entonces la integral impropia / f(x) dx converge, ya
1

n=1
que esta se puede escribir como:

n—-+o00

+00 +oo
/ f(x)dx:Zan— lim B,
1 n=1

= Para la divergencia se razona de forma similar, ya que es la diferencia la que siempre
converge, lo que no implica necesariamente que cada una de ellas converja siempre
por separado.

Ejemplo 6.2.16 La siguiente serie es muy usada como serie de referencia para comparar
y su comportamiento se obtiene como aplicacién del criterio de la integral.

“+00

npb

1 convergente si p > 1
es
divergente si p <1

n=1

6.2.3. Series de términos alternados: criterio de Leibniz
+o0o
Definicién 6.2.17 Si a, es positivo para cada n, la serie Z(—l)"“an se llama serie

n=1
alternada.

Teorema 6.2.18 Si la sucesién {a,} es una sucesién decreciente que converge a cero,
+o00

entonces la serie alternada Z(—l)"“an converge. Ademas, si S denota su suma y Sy,

n=1
es su enésima suma parcial, se tiene la desigualdad:

0<(=1D)"™(S—5p) < apt1-
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Demostracion:
Son = a1 — (ag — ag) — .. — (agn_g — agn_l) —agp < aj.
Por otra parte,

Sont2 — Son = A2p41 — G2p2 > 0.

Por lo tanto, la sucesién {S3,} es una sucesién acotada creciente y por el teorema de las
sucesiones mondétonas, ella converge. Similarmente, {S2,-1}, por ser una sucesién acotada
decreciente, también es convergente. Estas sucesiones tienen el mismo limite, ya que

Sont1 — Son = agp41 — 0.

La convergencia de las sumas parciales {S,,} se sigue del hecho que , para cada n existe
m tal que

S2m < Sn < 52m+1-

La desigualdad del enunciado se sigue de las dos desigualdades siguientes:

“+o0o “+oo
k
(_1)n(5 - Sn) = Z(_l) Jr1an—|—k = Z(an—i—Zk—l - an+2k) > 0.
k=1 k=1
+oo
(=1)™(S = Sn) = ant1— > _(anyok — tniop-1) < any1. W
k=1
“+o00
. : (=1)" .
Ejemplo 6.2.19 = La serie alternada Z -——— es convergente como consecuencia
n=1
del criterio de Leibniz.
oo (_1)n +oo
En cambio, la serie Z — = Z — es divergente, como caso particular del
n n
n=1 n=1
ejemplo 6.2.16.
= La serie alternada Z 5— es convergente como consecuencia del criterio de Leib-
n=1 n
niz.
“+oo (_1)n “+oo 1
En este caso, la serie de los valores absolutos Z 5—| = Z —5 es convergente,
n “n
n=1 n=

como caso particular también del ejemplo 6.2.16.
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6.2.4. Convergencia absoluta y condicional de series

Definicién 6.2.20 = Sea a, € R. Diremos que la serie de término general a, con-
verge absolutamente si la serie de término general |a,| converge.

= Si una serie converge, pero no asi la serie de sus valores absolutos, diremos que es ta
es condicionalmente convergente.

Ejemplo 6.2.21 La siguiente serie

f (=" { absolutamente convergente si p > 1
— es

= nP condicionalmente convergente 0 <p <1

o o
Observacion 6.2.22 1. Si Z |an,| converge, entonces la serie Z ay, converge.
n=0 n=0
o o
2.  Es claro que si Z a, es absolutamente convergente y Z b,, es una reordenacion de

o

o o ]
g a, entonces E b, es absolutamente convergente. g b, se dice una reorde-
n=0 n=0 n=0

e e]
nacién de Z ap, si existe aplicacién biyectiva ¢ : Nu{0} — N{0} tal que by, = ay))
n=0

Criterios para convergencia condicional Los criterios para la convergencia absoluta
son los mismos que vimos para la convergencia de series de términos positivos. A seguir
estableceremos algunos criterios para la convergencia condicional.

Suponemos ahora que f-N — (0, 00) es una funcién mondtona decreciente (i.e. ) n < m
implica que f(n) > f(m)) y sea f(n) = b,. Sea g-N — R una funcién acotada y g(n) = A,,.

o
Teorema 6.2.23 La serie Z Ay, (by, — byy1) es absolutamente convergente.

b=1

En efecto,

P P
Z |An(bn - bn+1)| < ZK|bn - bn+1| =
n=1

n=1

= K- (b1 —bo) + K(bg —b3) + -+ K(bp = bpy1) =

= K(bl — p+1) < Kbl.
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P
Esto es, la sucesién de sumas parciales S, = Z | Ay, (b, — bpy1)| es acotada. Como se
n=1

trata de una serie de términos positivos debe ser convergente.

Teorema 6.2.24 Criterio de Abel: Sea (b,) una sucesiéon positiva, monétona decre-
o o

ciente y g an una serie convergente. Se cumple que g bna, es convergente.

n=1 n=1
Demostracién:
P
Cp = E bnan:albl—l—agbg—i—---—i—apbp:
En efecto; consideramos a las sumas parciales n=1

= Albl + (A2 — Al)bQ —+ -+ (Ap — Apfl)bp

J
donde A; = Z a, €s una sucesion acotada.
n=1
Asi -
Cp = A1(by — ba) + Aa(bg — b3) + - + Ap_1(bp—1 — by) + Apby
i.e.

p—1
Cp— Apbp = > An(by — bpy1).
n=1

El resultado anterior asegura que la serie del lado derecho es convergente. Como
oo

lim, oo Ap = E an y lim, .o b, = b > 0 se tiene que la sucesién de sumas parciales,
n=1

(Cp)pen, es una sucesion convergente. ll

Teorema 6.2.25 Criterio de Dirichlet Sea {b,} una sucesién de términos positivos,
+oo

mondétona decreciente y tal que lim b, = 0. Sea E an una serie cuyas sumas parciales
n—-+o0o

n=1
estan acotadas y que no es necesariamente convergente.
“+o0o
Entonces la serie E anb, es convergente.
n=0

Ejemplo 6.2.26 Sea a,, = (—1)". en este caso Ay = 1 6 0 Asi que para cualquier sucesién
positiva, monétona decreciente b,, con limite igual a cero se cumple que —b1 4+ by — b3+ by —

(=D" N~ (D"
ne © R7nzllog(l—l—n) €R

o
-, es convergente. En particular, para todo a > 0 Z
n=1



6.2. SERIES NUMERICAS 703

Observacion 6.2.27 La importancia de la convergencia absoluta y su gran diferencia
con la convergencia condicional es mucho mas profunda de lo que podriamos pensar en
primera instancia. La convergencia absoluta de una serie implica la convergencia a la
misma suma de cualquier arreglo entre los términos de la serie. Si la serie sélo converge
condicionalmente, siempre existe un arreglo de sus términos de modo que la suma del
arreglo converge a un nimero dado a priori. Esto lo establece el teorema de Riemann,
cuya inclusién en este texto es sélo con fines de cultura matematica.

[o¢]
Teorema 6.2.28 Teorema de Riemann Sea E an una serie condicionalmente conver-

n=1
gente. Dado I' € R existe ¢ - N — N biyectiva tal que si d,, = Gy, entonces la serie

+oo
> d,=T.
n=1

Demostraciéon:
Definamos las sucesiones b, y ¢, por: b, = ansi a, > 0 y b, =0, en otro caso, ¢, =0
sia, <0y ¢, =0, en otra situacién.

Tenemos que a, = by, + ¢, v |an| = by, — ¢,,. Denotemos por A% | B, y C, la enésima
suma parcial de la serie de término general |ay,|, b,y ¢, respectivamente.
1 1
Claro que B, = §(An +A)y Cp = §(An —Ar).
De acuerdo a nuestra hipdtesis A,, converge hacia un nimero y A} crece hacia infinito,

luego debe ser que > b, y > ¢, son series divergentes( caso contrario A} deberia tener
limite).

Formemos ahora la serie, > w,, de la siguiente forma :Se definen w1, ws, -+ ,w,, con
la propiedad de que w; = b; parai=1,2,--- ,ny, donde nyes el primer indice para el cual
Zi’frl bi < T < Y7771 bi. Enseguida, definimos wy, y; = ¢;parai = 1,2, 2 donde
ny es el primer ndice para el cual se cumpled =1 "2 w; < T < S22y Luego,
definimos Wy, 1ny,+i = bn,+iparai = 1,2,---ng donde n3 es el primer indice para el cual
se cumplezgirfﬁ"ﬁm_l w; < T < SEFH8 4,y asf sucesivamente.

Sea W, = > .= w;, la enésima suma parcial de la serie. Se cumplen las siguientes
propiedades : I' < Wy, Wpi4n, < T, T' < Wy 4notns, . Ademads, claramente, se
cumple que: [Wy, —I'| < |wp, | [Way 0o =] < [Wnitna |5 Wi+t — T < Wy 40405 ¥,
sucesivamente |Why, 4nytngt-tn; —L| < [Wn, 4ngtngttn;| - Observamos que entre un indice
ni y nit1 se tiene W 4y tngtootn; = Ul < Waypognits = Tl < [Way 4o gt — L
para cada j con esta propiedad. Por lo tanto, tenemos que lim,_,.o W, =T
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Como la serie, > w,, contiene los términos de Y a, y ceros, concluimos que constituyen
una reordenacién de a,, y, en consecuencia, tenemos el resultado anunciado. ll

6.2.5. Multiplicacion de series de términos no-negativos

“+oo “+oo
Sean E G, E by, dos series cualesquiera. Si quisieramos hacer una multiplicaciéon

n=0 n=0

del tipo (ap+ a1 +az+ ...+ ag)(bo + b1 + b2 + ...+ by), procederiamos de la siguiente
forma :

(ao—l—a1+a2+...+ak)(bo+b1+b2—|—...—|—bp) =
:a0b0+a0b1+a0b2+...+a0bp+a1b0—|—...+a1bp+...akb0+...+akbp
= apby + (a0b1 + albo) + (a0b2 +ai1b; + agbo) + ...+ (ak_lbp + akbp,l) + akbp

Esto inspira la siguiente definicion.

+oo +oo [e¢)
Definicién 6.2.29 Llamaremos serie producto de Z Gn Y Z b, a la serie Z Cn,
n=0 n=0 n=0

cuyo término general ¢, esta definido por la ecuacién:

n
cn = agbp +ai1by—1+ ... +ap_1b1 +apby = Zakbnfk

k=0
(o] o 0.0]
Teorema 6.2.30 Sia, >0y b, >0y Zan = aq, Z b, = (8 entonces ch = af.

Demostracion: Consideremos el siguiente cuadro:

aobo a1b0 a2b0 a3b0 a4b0 PN
aobl albl agbl a3b1 a4b1 e
a0b2 a1b2 a2b2 a3b2 a4b2 e
aobg albg agbg a3b3 a4b3 .

Sea d,, la suma de todos los términos ubicados en el énesimo cuadrado y no los que
son parte del cuadrado (n — 1).

do = agby, d1 = apby + a1b1 + a1bo,
da = apba + a1be + azbe + agby + asby
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Observamos que :
do = AoByg
di = (ap + a1)(bo + b1) — apbg = A1 By — Ao By
dy = (ag + a1 + a2)(bo + b1) — A1B1 = AyBy — A1 By

dn - Aan - An—an—l
Haciendo la suma

[oe)
puesto que A,, — «, B, — [ entonces Z d, = a1
n=0

6.2.6. Multiplicacion de series en general

Consideremos las series Y _ a,,, > b, dadasporag =a; =by=b;1 =0, a, = b, = =1

~ log(n)’
n > 2sea d, = @’ claro que dg > ds > dy4 > ..., es decir, (d,,) es mondtona decreciente
con limite cero. i
Para ¢, = (—1)" la suma parcialcy, = ch esta acotada y luego, por el criterio de
j=2

o
Dirichlet, la serie g cpdy, es convergente, es decir,

n=2
o~ (D) I o PR
D loniy = 2= b€
= log(n)

n>2 n>2

o0
Vamos a considerar ahora la serie producto E cn, definida a partir de las series dadas.
n>0

cn = agby, + a1bp_1 + agbp_o + ... + an_2ba + an—_1b2 + an_1b1 + anbo

G ) G ) T o A G ) I Gl G Vi
log(2) log(n —2)  log(3)log(n—3) ~~  log(n — 2) log(2)
_ 1y 1 1 1 1

log(2) log(n — 2) + log(3) log(n — 3) ot log(n — 3) log(3) + log(2) log(n — 2)

De forma que si n es par
n—3
Cn 2 5 — 0

(log(3))?
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y si n es impar, entonces

n—3
cp < — — —O0
[log(3(n — 1))]log(5(n + 1))]
Por lo tanto concluimos que la serie producto no converge, a pesar de que cada una de
las series es convergente.

Asi la convergencia de Y a,, ¥ Y b, no garantiza la convergencia de > ¢,. Como vimos,
en la seccién anterior, la limitacién a,, > 0 y b, > 0 garantiza la convergencia de la serie
producto.

Teorema 6.2.31 Si > a, y > b, convergen absolutamente hacia « y [ entonces »_ ¢,
convergen absolutamente hacia a/.

Demostraciéon: Al igual que antes la suma
apby + (a0b1 +a1by + albo) + (a0b2 + a1by + agby + asby + agbo) + ...

converge hacia el producto af.
Por otro lado como ) |a,| v Y |bs| convergen, se tiene que

|aobo| + (lagbi| + [a1b1| + [a1bo|) + (Jaobz| + |a1be| + |agba| + |azby| + [azbol) + - ..

es convergente
Sean
do = |agbo
dy = |agbi| + |a1b] + |a1bol
d_2 = |a0b2| + |a1b2| + |a2b2| + |a2b1| + |a2b0|

Claro que |d;| < d;. B
Por lo tanto > |d;| < > d; € R.

Asi que ) d; es absolutamente convergente (y luego > d; converge), es decir,

1. agbo + (agby + a1b1 + a1by) + (agbe + a1be + azbe + a2by + a2by) + . .. converge abso-
lutamente y luego

2. agbp+agbi +a1b1 +a1bg+agba+ai1ba+asba+asby +asby+. . . converge absolutamente.

Sea ¢ esta suma. Como la expresion en (2) se obtiene de la expresién en (1) elimi-
nando paréntesis tenemos o = af.
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Por otro lado
‘Cn’ < ‘aObn’ + ’albn—l‘ + ...+ ’anbo‘

y luego
Z|Cn| §d0—|—d1—|—d2+ eR
Por lo tanto > ¢, es absolutamente convergente. ll

X _n
Ejemplo 6.2.32 Sea z un numero complejo y e* = Z . probamos que e? - ¢ = e(#18),
n!
n=0
en efecto:

(a) Las series e* y e son absolutamente convergentes ya que

Z 2" _ e

0 n n—1 n—2¢2 n
z z z
et =) |:—+ Sy < +...+5—}

| — 11! — 191 |
— |n! (n—=11!  (n—2)12! n!
1 n n
— - zn+ Zn—1§+ Zn—2§2+.”+€n
n! 1 2
n=0
o 1 "
=2 =t
n!
n=0
z+E€

=e

Teorema 6.2.33 Si > a, y Y. b, convergen a 'y f y si > ¢, converge a vy entonces

v = apf.

Ejemplo 6.2.34 (a) Seaa(x Zan:n an:v con Z lan| € R, Z |b| €
R. En esctﬁ caso a(z) € Ry ﬁ( ) € R para |a;\ < 1. Como Z]cn] e R entonces

clx) = chx" € R para |z| < 1y claro que ¢(z) = a(x)f(z). Para  — 1,
n=0

c(l) =v=ap.
(b) Probar que
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(=n"

n+1

Solucién: a, = b, = ,nm>0

dan=> % = log(2)
n=0

YOI Phess te)

n=0

Para n par

1 1 1
<9 PRI
n = {(n+1)-1+n—2+ +(%n—|—1)2}
%ﬂri’l de 1
‘/1 x<n+2—x>+"<ﬁ>
9 [antllq 1 ; 1
_n—|—2/1 5+n+2—x vto n

_ 2 log(n +1) + a(l>

n+ 2 n

por lo tanto,
¢n < o(1) = K = constante

Andlogamente para n impar ¢, = o(1) < K.
Sea d,, = |¢,| entonces d,,—1 > d,,

1 1 1 1 1 1
el = el = Y ot T T T ) o2 med
IR 1 1 1 171 1 1
5[1_5] n—l[i_g] I[E_n+1]_n+1

171 1 1 1 11 1
—‘[1‘5 2737 E_n—I—l]_n—i—l
1 1 1

por lo tanto,

len—1] > |exl
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Como |c,| es mondtona decreciente, positiva y con limite cero, entonces

‘01‘ — ‘02‘ + ’63’ — ’64’ —+ ...
0 — lex| + lea| — les| + fea| —

convergen, esto es Y ¢, € R por lo tanto

S o = aff = (log(2))?
6.2.7. Criterios mas especificos

o
Teorema 6.2.35 Criterio de Kummer: Supongamos que b,, > 0,a, > 0y que Z b, =
n=0
N

o (i.e. VAE€RTIN €N tal que ij > A). Sea
n=0

i ( 1 an 1 )
a= lim | — — .
n—00 \ by, apy1 b1

o0 o0
Si a > 0 entonces Z an, converge v si a < 0 entonces Z a, diverge.

n=0
Demostracién: Supongamos que a > 0. Sea N € N tal que n > N implica que

1 a 1
(— L §. Multiplicando por a,1y dividiendo porg, tenemos
by any1 b1
3 Qn an+1
py1 < — |7 — ,
« bn bn+1
Ntpt+l Jj= N+p _ 841 | _ any _ ON4pt1 N+p+1
luego > ;_vii1a; < 5 Z [ b | T by i Asf la suma,y ;v aj, es

acotada y como es crec1ente, tienen limite, que es lo que deseabamos probar.ll

Observacion 6.2.36 = Kl criterio de la razén es un caso particular del criterio del
Kummer cuando b,, = 1,n € N.

= La forma general del criterio de Kummer es la siguiente: Sean
lim < 1 ap 1 >
o= — — y
n — 00 \ by apt1 bni1

— (1 a, 1
B:hm—>oo< In__ >

b an+1 bn+1

o o
Si a > 0 entonces Z an es convergente y si § < 0 entonces Z an es divergente.
n=0 n=0
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Un caso particular del criterio de Kummer es el siguiente teorema.

Teorema 6.2.37 Criterio de Raabe Supongamos que a, > 0y

a o
" =1+—=+F(n); con lim n-F(n)=0.
Ap+1 n n— 00
o
Entonces Z a, converge si o > 1 y diverge si o < 1. En efecto; basta considerar b, = —
n=0

y aplicar el criterio de Kummer.

Ejemplo 6.2.38 Analizar la convergencia de la serie de término general

1-3:5---2n—-1)1
an = —.
" 2-4..-2n n
Solucion: En este caso:
2 2 1 3 1
an__ (2n+ )(n+):1+_+7.
Ant1 (2n+1)n 2n  4n(n+1/2)

De acuerdo al criterio de Raabe (en este caso o = 3/2)la serie converge. Observe que el
criterio de la razon no da ninguna informacién.

Observacion 6.2.39 El Criterio de Raabe no otorga ninguna informacién cuando o = 1.
Para avanzar un poco més en estos casos se tiene el Criterio de Gauss.

1 t
Teorema 6.2.40 Criterio de Gauss Sea a, >0y I 4 4+
Ant1 n n-lnn

o0
Si lim ¢, > 1 entonces Z an es convergente y si ocurre que lim ¢, < 1 entonces la

n—-+00 n—00
n=0

serie es divergente.

Otra consecuencia del criterio de Raabe y del criterio de Gauss es:

an

Teorema 6.2.41 Si =1+ 2+ F(n), donde lim n'*°F(n) = 0, para algiin § > 0
n

An+1 n—o0

entonces la serie converge si o > 1 y diverge si o < 1.

El caso 0 # 1, es consecuencia de Raabe y el caso 0 = 1 es consecuencia de Gauss.
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6.2.8. Series de Numeros Complejos
Sea U : N — C una sucesién de nimeros complejos y U(n) = U,. Aqui la expresién

lla + bi|| es igual al niimero real va? + b2.

Definicién 6.2.42 Diremos que la sucesion (U, )nen converge a U € C si Ve > 03ng €
Ntal que ||U, —Ul| <e si n>ng

Si escribimos U,, = a,, + ib,,U = a + ib se tiene

lim,, o0 ap, = a y
lim U, =U =a+ib <=
n—o00 ,

lim,, o0 by, = b.

La enésima suma parcial de la serie

o0 n
Z Uy ,se define como el nimero complejo U, = Z Uk
K=1 K=1

Diremos que la serie es convergente si ocurre que la sucesién de sumas parciales es
convergente.

Este concepto nos indica que la convergencia de las series de niimeros complejos de-
pende de la convergencia de las series formados por la parte real e imaginaria de esos
ntimeros. Esto es:

n n n n
Up=> Up= (ar+iby) =Y ap+iy b
k=1 k=1 k=1 k=1
0.0]
lim,,—o Uy, :ZUn:U:a+ib si y solo si
k=1

Asi

n
1My, 00 Y020 @5 = ay limy oo Z b = b
k=1

Ejercicios resueltos
1. Calcule las siguientes sumas, si es que existen. Si no existen justifique por qué.

a) Jio <g>n

n=0
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712
(@) 00 1
Solucién: i Atri n n_ .
olucién: La serie geométrica Z r" converge para |r| < 1y Z r —
n=0 n=0
S (2 oty
= \9 1.2 9-5 4
9
—+00 5 n
Y (3)
n=1
o0 n 0
5 5 9 5
Solucién: Z<§> :Z<§>_1:Z_1:Z'
n=1 n=0
+o0 5 n
NE)
n=>5
Solucion:
o0 n e’} 2 3 4
) 5 5 5 5 5
= = — ) —11+= Z e e
() -2 ()- (30 () () + (3))
n=>5 n=0
5 5
- (2 5
1 9 1 1 N 9
1 § 1—§ 1_§ 1_§ 1_§
9 9 9 9 9
5"
~\9) g
N - T 4.047

n=0

Solucién: 3 (~1)" <g>n — i; <—g>n — 1<15> =2
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o (DY (. 5\" .9 5
Solucién: Z(—l) <§> _Z<—§> _1_ﬂ_1__ﬁ'

n=1 n=0
+oo 5 n
n > (s)
n=>5
Solucién:

) 5 5 5
— | —= — | —= 1+- 1+—- 14=
1 < 9 1 < 9) + 9 + 9 + 9
55
I T
14 1494
2. Verifique que el nimero decimal 0,9999...... , con infinitos decimales iguales a 9 es
1.
Solucién:
0,99999--- = 0,9+ 0,09 + 0009 + - - -

=9-0,1+9-0,01+9-0,00149-0,0001 + ---
= 9[0,1 + 0,01 + 0,001 + 0,0001 + - - - ]

1 1 1 </ 1\"
_9'<1_0+W+W+"'>_9<Z<E>>
= i LY" 1]=9 1 11=9 10 1—91—1
N 10 N 1 N 9 9
n=0 1

3. Generalice el ejercicio anterior para demostrar que el namero:
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Solucién: Usando el resultado anterior, tenemos: [x],999--- = [z] +0,9999--- =
[z] + 1.
4. Calcule las sumas parciales de las siguientes series y demuestre que:

400
a) Z (arctann — arctan(n — 1)) =

n=1

v 3

Solucién: Esta es una serie telescépica, asf:

k
v = Z(arctan —arctan(n — 1))
n=1

= (arctan 1 — arctan 0) 4 (arctan2 — arctan1) 4 - - -

+ (arctan k — arctan k — 1)

= arctan k — arctan 0 = arctan k.

Por lo tanto,

o
Z(arctann —arctan(n — 1)) = lim vy = lim arctank = 7/2.
P k— 400 k—-+o0
= 2 2
b) Z (ne*m‘“ —(n—1)e" (e ) =
n=1
0 siz#0
+oosix =0
Solucién:
s Six#0:
k
Z(ne nx? (n _ 1)6—(n—1)m2) ke—ka
n=1
Como

o
Entonces, Z(ne_mz —(n— 1)6_("_1)””2) =0

n=1
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= Si x =0, tenemos que:

n=1 n=1
Por lo tanto,
k
Ii —(n—-1)) =
Jim_ n;(n (n—1)) = 400

715

5. Use el criterio de la integral para demostrar que las siguientes series convergen.

400 1

0 2
n=1

y flx) =

Solucion: Sea a, =

1+ n? 14 22’

x >0, entonces f(n)=a, y f

es monotona decreciente. El criterio de la integral asegura que g an converge

n=1

si y solo si / f(t)dt converge .

dt
/ f(t)dt = / e = (arctant)] = arctann — arctan 1.

Como lim arctann = — entonces f
n—oo

Como el criterio de la integral establece que si

Zak y I, = / f(t)dt entonces, 0 < s, — I, < ay. Se cumple que

k=1

OSan—/ f@)dt < ay.
n=1 1

Esto nos permite obetener una acotacion para la suma de la serie:

<1 T 1
0< _(——1)<—.
_;1+n2 2 -2
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Esto es:

T
DO =

> 1 T
—-1< < —
_;1+n2_2+

400 1

2

n=1
400 2

n
2w

Solucién: Sean f(z) = Fpnpw e g(x) = Es inmediato que :
x

f(z) < g(x), paratodo = > 1. Luego,

[ i< [ gwan

(o]
Luego, por criterio de comparacion la integral / f(z)dz es convergente.
1

1422

De esta forma, aplicando el criterio de la integral, se tiene que

1
Z; Tt es convergente.

o0

2
g ne ™.
n=1

Solucién: Sea f(x) = ze . para aplicar el criterio de la integral debemos
demostrar que f es monoténa decreciente y positiva para z > 1. En efecto,

f(z) = e xe_$2(—2a:) = €_$2(1 —22%).

El signo de f’ es el signo de (1 — 2z?). en particular, f’ es negativa para

T > E . Analicemos ahora la convergencia de la integral. Si v = —z2, entonces
du = —2zdx , entonces:
n 1 —n2 1 —7l2
/ ze " dy = ——/ edu = —=e"
1 2J4 2 15,
1 1
= gl e =gt =)
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n

1
Por lo tanto, lim ze P dr = e
n——4o00 2

Por lo tanto, la integral converge.

-1

6. Use el criterio de la integral para demostrar que las siguientes series divergen.

a)

+o0

n
ZTL2+1

n=1

.. x . . .. . .,
Solucién: Sea f(z) = P se deja como ejercicio verificar que esta funcién
x

es positiva y mondétona decreciente para x > 1. Para analizar la convergencia
de la integral, hacemos el cambio de variable:

w=22+1, du=2xdx.

/" r 1/1+”2du L
——dr = - — =_-Inu
L 22+ 1 2 /s w2

— %[ln(l + n2) —In2].

14n2

2

Asi, lim dx = +o00.Por lo tanto la serie dada diverge, es decir:

n—oo J; 1+ 22

o0
IECBES

r24+1 '
r=1

400 1

annn

Solucién: Sea f(z) =

f satisface las hipétesis del criterio de la integral. Usando el cambio de variable

. se deja al estudiante el trabajo de verificar que

d
u=Inz,du= iy
T
nog lnnd Inn
/ T :/ ™ —tnu|  =In(nn) - In(n2).
9 Tlnz In2 U In2
Entonces,
, " dx
lim = +o00.

n—+oo Jo xlnzx
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o
1
Lo que implica que la serie diverge, es decir: Z = +00.
= n Inn
c) _.
Z 0+ )

Solucién: Sean f(x) = (1 + z)™!, g(z) = (1 + 2)~!. Es inmediato que

o@) < f@).
/ do =1In(1+ x)
1

n

=In(1+n) + In(2).

1+x

Por lo tanto,

lim =+
n—oo [y + x
Asi,
/‘x’ dz .
=400
1 1+x
S|
Luego, la serie nzz:l 5 v diverge.

7. Use el criterio de comparacion para demostrar que las siguientes series convergen.
—+00

1
D 2arT

n=1

.. 1
Solucién: Como n? <1+ n?2 entonces, —— < —.
1+n n
o0 o0 1
Como Z 3 es una serie convergente, tiene que Z Tz e R.
n=1 n=1
400
1
b2 o
n=1

Solucién: Para todo n > 1,

11 =1

ﬁgﬁ.Porlotanto, ZEGR'
n=1

~+00 n

) Z :26+ 1

n=1
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—n2

.2 —n?2 . L
Solucién: Como —; n <ne ™ vy, en virtud del ejercicio resuelto 5d sabe-
n
o] 00 —n2
. _n? ne
mos que la serie E ne es convergente. Por lo tanto, E T2
n
n=1 n=1

8. Use el criterio de comparacion para demostrar que las siguientes series divergen.

+oo
vn
2 Zn—i—l'
n=1

N 1

Solucién: Para todo n > 1, y/n > 1. Luego, > .
n+1"n+1
=2 1 =< Vn
Como Z disn ) es divergente, se tiene que la serie Z —— = 400.
n=1 n=1
~+00 1
b .
) Z 3n+1
n=1
1 1 =1
Solucidn: = 1 i —
OO 1 T 3(nt 1/3) PR ; 3+ 1
BN S
—=3(n+1/3) 34=n+1/3
C +1/3<n+1 seti <1
omo n n se tiene .
- n+1 -~ n+1/3
o o
Usando que ; 1 = +00, concluimos que ngl W13 = +00.

9. Use el criterio de comparacion al limite para demostrar que las siguientes series

convergen.
) Jf n? exp(—2n)
a -
o n?+1

Solucién: Sea a, = exp(—2n). Entonces la siguiente es una serie geométrica
convergente:
o
1 1

+o0

_ —2\n _ _
Za"—z(e )n_1_€f2_1_e2_1'
n=1

n=1
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2 N n2 b, n2
Sea b, = a, entonces, — = . lim — = lim =1
1+n2 a, 1+n? noocca, n—ool-+n2
Luego, por comparacién al limite,
,disy > | b, converge.
~+00 4
b) D
2 3/2
n=1 (TL + 1) /
Solucié Consid b L
olucién: onsideremos a, = — —_—
T Y A 122
b — 4 B 4
n n3(1 +n—2)3/2 - (n2)3/2(1 +n—2)3/2
B 4 B 4
C (n2(14+n72)3/2  (n241)3/2
bn 1
an  (1+1/n2)3/2
b
lim — =1.
n—00 Ay,

o 4 o
Como Z — € R, entonces Z b, € R.
n*ln n=1
) *i 2 + 1
c _ .
2 _ 3)3/2
‘= n(n*—3) /
1 1 1

Solucién: Sea a, = (02— 3)32 = (n2)372(1 = 3/n?)3/2 = n3(1 — 3/n2)3/2"

0.]
La serie Z an € R.

n=1

2n+1 ., by . 2n+1
.Como lim — = lim
n—00 G, n—oo n

o
= 2 se tiene que Z b, € R.

n=1

Sea b, = a,,-

10. SiA>0ya,= analizar la convergencia de la serie de término general a,,.

n*’

Solucién: Para esto consideramos la funcién f(x) = (z)~*, definida para = > 1.
Esta funcién es monétona decreciente , no negativa y f(n) = a,. Tenemos que

00 xf)\Jrl ~
/1 f(z)dz = Tﬂh :
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caso A # 1 y la integral es igual a log |z|7°, caso A = 1. De acuerdo con el criterio de
la integral concluimos que la serie es convergente si A > 1 y divergente en otro caso.

11. Para A > 0, analizar la convergencia de la serie de término general

1
p = ———.
" n-(logn)*
Solucién: Sea f(zr) = x '(logz)™ . Para A > 0 y 2 > 1 se cumple que f es
integrable, monétona decreciente y no negativa.

((log(log z)[fs, 5 A =1
/Oo dx _ o0 ,0< A<l
M AN —A+1
1 z(logz)* u o0
EREa— LO0< A< A>1;, =
—A+1 iog 2 - (log 2)' > N
A—1 7
. L. 1 .
De esta forma, la serie de término general a,, = —— diverge para 0 < A < 1l.y

n(logn)
converge para A > 1.
12. Para A < 0, demuestre la divergencia de las series de términos generales :

e ¢}

1
- 1;2 n(logn)*’

1
) Z nlog n(log(logn))*’

n=3

> 1

) n:ZIG nlog(n)log(log n)(log(log(logn)))*’

1 g1
nlogn(log(logn))*’™"  nlogn

Solucién: En efecto; sea a,, = . Como a, > b,

por criterio de comparacién tenemos que Z a, diverge.

n=3
Sucesivamente se hacen comparaciones para probar la divergencia de estas series.
Es posible probar(ejercicio) que estas series son convergentes para A > 1 y son
divergentes para A < 1.
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13.  Analizar la convergencia de la serie

Zlog(l +n7M).
n=1

Solucién: Si A < 0 entonces lim,,_,o0 @y, = lim,, oo log(1 + n”‘) = 00 y la serie es
divergente.

log(1 +n=* 5
Para A > 0; h’mnﬁooM = lim log <1—i—n7)‘>" A

n7>‘ n—oo

Ast, a, = log(1 +n~") y b, = n~* son comparable.

oo
Concluimos que Z log(1 4+ n*>‘) diverge para A < 1 y converge para A > 1.

n=1
14. Sean «, 3 y v nimeros reales positivos, analizar la convergencia de la serie.

- af +a(a+1)ﬁ(ﬂ+1)+”.'

Loy o 1-2y-(y+1)

of

Solucién: En este caso se tiene : ag = 1,a1 = T
Y

_ola+DBB+D) a _olat - (a+n-1)BB+1) - (B+n—1)
1-2-y(y+1) * " 1-1--ny(y+1)---(y+n—1) '

Asi,

an ala+1l)---(a+n-—1DBB+1)---(B+n—1) 1-2---(n+1Dy(y++1)---(y+n)

e TG latn—1) o (ot (G+n)

_ (nt+Dy+n) P+t nt+y
(a+n)(B+n) n2+(a+pP)n+ap

_nt(atfntal  (y+1-(atBn y—ap
n?+(a+p)n+af n?+(a+B)n+af  n2+(a+pB)n+af
Sea F(n) = y—a-p Es claro que lim,, o n'T0F(n) = 0 para 0 < § < 1

Cn2+(a+Bn+ab’
asi que usando el colorario al criterio de Gauss tenemos que si v — (o + 3) < 0
entonces la serie es divergente (i.e. si v < a + ). Si la relacién v — (o + ) > 0 se
cumple entonces la serie es convergente (i.e. si v > a + f3).
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Ejercicios propuestos

1. Calcule las siguientes sumas, si es que existen. Si no existen justifique por qué.

(

+oo
>
n=0
+oo
b D
n=1
+oo
2
n=>
+o0

n

)
v
)

ol ©

a)

ol ©

n

9 n
) S eu(3)
n=0
+00 9 n
o Y (3)
n=1
+o00 9 n
n > (3)
n=>5
2. Calcule las sumas parciales de las siguientes series y demuestre que:

—+00

1
a) Zmzl

n=1
Indicacion: Use fracciones parciales.

= 1 7
b) ;n(n—i—l)(n—i-i%) ~ 36

Indicacion: Use fracciones parciales.

3. Use el criterio de la integral para demostrar que las siguientes series convergen.

+oo

a) Z ne™"
n=1
+oo

1
2 ; (n+1)(n+2)
+oo n
) Ly

n=1
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4. Use el criterio de la integral para demostrar que las siguientes series divergen.

+
XInn
a) -
n=2

+o00 n+3
b) nz:l (n+1)(n+2)
+o0

1
) LTV

5. Use el criterio de comparacion para demostrar que las siguientes series convergen.
+o0
4

) 2 G

2

= Ssen- n
b) }:

+o0
6. Use el criterio de comparacién para demostrar que la serie Z \/— diverge.

7. Use el criterio de comparacién al limite para demostrar que las siguientes series

convergen.
400 1

a2 72
= (n+1)(2n+1)Y
o0 1

DD Gy

8. Un corolario 1til del criterio de comparacion al limite es el siguiente teorema que se
suele llamar criterio polinomial:
Si P(n) es un polinomio de grado p y @Q(n) es un polinomio de grado g, la serie

_l’_

:
3
2

b
S

S
Il

= Converge si g > p+ 1.
= Diverge si g < p—+ 1.
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a) Demuestre el criterio polinomial

b) Use el criterio polinomial para analizar la convergencia de las siguientes series:

3
on +1
Jroo7n2—5n
" 2
= n +1
an—i—n—l
" 3
= n +1
e,
n:1(n2_1)3
+o00 (TL2—1)3
" 3
—n +1
B 1 1 1 1
9. Demuestre que lim + + + ... = In 2. Para ello:
n—+oo \ n + 1 n+2 n+3 n—+n
1 1 1

como una suma de Riemann de

1
Escrib
2 Scrlan+1+n+2+n+3+ n+n

1
f@) == en [1,2].
x
2
b) Justifique porqué dicha suma converge a / f(x)dx.
1
10. Usando el mismo razonamiento del ejercicio anterior demuestre que:

y n N n N n N n T
fm =) ==
nstoo\n2+1 n24+922 n2432 n? + n? 4

11. Usando el mismo razonamiento de los ejercicios anteriores demuestre que:
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6.3. Series de potencias

6.3.1. Series de Funciones
“+oo
Para x € R consideremos la serie Z fn(x). Esta serie puede converge para algunos

n=0
valores de x y diverger para otros. En general, la convergencia se da en intervalos. Si la

serie Z fn(z) converge para todo z en algun intervalo cerrado [a,b], entonces se puede
n=0
definir una funcién con dominio [a, b] tal que

+oo
f@)=>" falx).
n=0

En estos casos podemos deducir propiedades de la funcién f a partir de las propiedades
de la serie o viceversa. A veces, al resolver ecuaciones diferenciales lineales usando series
de potencias, surge el problema de estudiar propiedades de la funcién definida mediante
una serie. Otras veces, dada una funcién f se quiere desarrollarla en serie, este es el caso
de las series de Taylor y de Fourier.

Para el estudio de las propiedades de funciones definidas mediante series, es importante
observar el tipo de convergencia.

En las series numéricas tenemos dos tipos de convergencia: convergencia absoluta y con-
vergencia condicional o simple.

Para el caso de las series o sucesiones de funciones tenemos convergencia puntual o simple
y convergencia uniforme. La convergencia puntual, es cuando la propiedad de ser conver-
gente depende del “x”considerado.

Definicién 6.3.1 Para cada n € N sea f, : [a,b] — R una funcién real. Diremos que la
sucesion de funciones { f,,} converge puntualmente o simplemente a la funcién f si
para cada z € [a,b] y cada € > 0, existe Ny € N, Ny = Ny(e, x), tal que

|fn(z) — f(x)| < e paran > ng(e,x).

Lo importante de esta definiciéon es notar que el Ny a partir del cual la definicién de
convergencia se realiza depende de € y de & como veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 6.3.2 Consideremos la sucesién de funciones {f,}, donde cada f, : [0,1] — R
estd dada por f,(x) = z". Sea f : [0,1] — R, la funcién definida por f(z) =0si0 <z <1
y f(1) = 1.
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Demostraremos que la sucesion { f,,}, converge puntualmente a la funcién f.
Para ello debemos buscar un nimero natural Ny tal que |z"| < e si n > Ny, esto es,

nlogz <loge.

Despejando n tenemos que,

log e

n > .
~ logx

loge

Asi, sin > [ ] = parte entera del nimero entonces |z"| < e.

log
|

Observemos que, Ny(e,z) = [ oge
log

} depende claramente de ¢ y de = . Ademds, este Ny

valeparax #0 y x # 1.
Para analizar la convergencia de la sucesién en = = 1, observemos que f,,(1) = 1" = 1, para
cualquier n.es decir es este caso tenemos la sucesién constante 1 , la cual es trivialmente
convergente a 1.Por lo tanto, en este caso, Ny(g,1) = 1. De manera anédloga, tenemos que
para x = 0, la sucesion es la sucesiéon constante 0, entonces también podemos escoger
Noy(g,0) = 1. En sintesis,

lim f,(z) = f(z), donde

1 si r=1.

{0 si 0<z<l1

Definicién 6.3.3 Para cada n € N sea f, : [a,b] — R una funcién real. Diremos que la
sucesion de funciones { f,} converge uniformemente a la funcién f : [a,b] — R, si para
cada € > 0, existe Ny € N, Ny = Ny(¢), tal que

|fn(x) — f(x)] < & para cadan > Ngy z € [a,b].

Para la convergencia uniforme el Ny depende solamente de € y es el mismo para todo punto
x, de ahi el nombre uniforme. De esto, podemos concluir que el concepto de convergencia
uniforme es mds fuerte que el de convergencia puntual. Asi, tenemos que:

convergencia uniforme = convergencia puntual

convergencia puntual += convergencia uniforme

Ejemplo 6.3.4 La sucesién de funciones del ejemplo 6.3.2 converge puntualmente, pero
no uniformemente. La convergencia no puede ser uniforme ya que si ¢ < 1/2 entonces
siempre existe n; € N tal que n > ny implica 2™ > ¢ para algin = €)0, 1[. En efecto, basta
que se cumpla que ™ > 1/2 i.e. nlogz > —log 2.
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Las definiciones 6.3.1 y 6.3.3 pueden aplicarse a las series de funciones, procediendo
como en el caso de las series numéricas , a considerar la sucesién de las sumas parciales
de la serie.

Sea, Sy, : [a,b] — R la sucesién de sumas parciales asociada a la serie de funciones de

n
término general f,,. Esta sucesion estd dada por : S, (z) = Z fj(x). Para cada n se tiene
J=1

que S, es una funcién de [a,b] en R.
Definicién 6.3.5 Diremos que la serie de funciones término general f, converge

» puntualmente a la funcién S(z) si la sucesién de sus sumas parciales converge
puntualmente a S(x).

» uniformemente a la funcién S(z) si la sucesién de sus sumas parciales converge
uniformemente a S(x).

[e o]

En ambos casos escribiremos Z fu(z) = h’rJIrl Sp(x) = S(zx), especificando en palabras
n—-roo
n=1
el tipo de convergencia.
+o0
Teorema 6.3.6 Criterio de Cauchy La serie Z fn es uniformemente convergente si y
n=1
n-+p
solo si para cada ¢ > 0 existe N(e) tal que | Z fi(z)| < € para cada n > N(e), cada
j=n+1

p € Ny cada z € [a,].

Un segundo criterio para la convergencia uniforme es

—+00
Teorema 6.3.7 Criterio de Weierstrass Si existe una serie numérica g M,, conver-

n=1
gente, tal que

| ()] < My, para todo x € [a,b], neN,

+00
entonces la serie de funciones E fn es uniformemente y absolutamente convergente.
n=1

n

x
Ejemplo 6.3.8 La serie de término general f,(x) = —; es uniformemente convergente
n

para |z| < 1. En efecto,
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@) = | =5

R |
Sﬁy Z:IEGR
n—=

1 1 1 =

Pues, = < —, aque z2 > 0 y laserie —5 es convergente.

I yaq =vYy n§—:1 N2 &
2 +00 n
s —1)" cosnzx
2. 3 +4 g % converge absoluta y uniformemente en [a, b].
n=1 n
2 +oo

(=1)" cosnx

5 comparandola
n

T

Como 3 no depende de z, basta aplicar el criterio a E
400 1

con —.
>
n=1

Otros criterios para la convergencia uniforme son los siguientes:

n=1

Teorema 6.3.10 Supogamos que :
1. La sucesién de funciones b, : [a,b] — R satisface:
» Para cada x € [a, b] la sucesién {b,(z)} es mondtona decreciente,

» by(x) < K ,paracadan € Ny x € [a,b)].

o0
2. La serie E an(x) es uniformemente convergente en [a, b].
n=1

[e o]
Entonces, la serie g an(x) - by(x) es uniformemente convergente.

n=1

(=D"

n

. La sucesién

Ejemplo 6.3.11 Consideremos b,(z) = |z|", -1 <z <1y ay(z) =

[e.e]
by (x) satisface las hopdtesis del teorema 6.3.10 y la serie Zan(x) es uniformemente
n=1
= (=1)"

convergente. Por lo tanto, podemos concluir que la serie E 2" es uniformemente

n=1
convergente para —1 < x < 1.
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Teorema 6.3.12 Supongamos que :
1. la sucesién de funciones b, : [a,b] — R satisface:

» Para cada x € [a, b] la sucesién {b,(z)} es mondtona decreciente,
» La sucesién {b,(z)} converge uniformemente a la funcién nula en [a, b)].

[e.9]

2. Para cadan € Ny cada x € [a,b] se cumple que | Z ar(z)| < C, para algin C € R
=1
+00 "
entonces la serie Z an ()b, (z) converge uniformemente en [a, b].
n=1

o0 x

1 n

Ejemplo 6.3.13 La serie E <7> a:_2 es uniformemente convergente en [0, 1].
= logn+1/) n

para cada 0 < 6 < 1.
En efecto,

(#> < llog(n + 1)),

logn +1

para cada 6 €]0,1] y = € [6,1]. Por lo tanto, es una sucesién mondtona decreciente que
converge a la funcién nula y se tiene

an N 1 00 1

6.3.2. Propiedades de las series uniformemente convergentes

La convergencia uniforme tiene algunas propiedades que la hacen especialmente 1til
en el calculo diferencial e integral. Estas son:

400
Si la serie Z fn(x) converge uniformemente en [a, b] a la funcién f(x), entonces se tiene:
n=1

1. Continuidad de la funcion suma
Si para cada n € N, f,, es continua en x = x entonces. f es continua en z = xg.

2. Integracién término a término

o0
Si cada f), es continua en [a,b] y Z fn(x) converge uniformemente a f(x), entonces

n=1

+oo  h b
: Z / fn(x)dx converge uniformemente al nimero / f(x)dx.
n=1"% a
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3. Diferenciacién término a término

o0
Si cada f,, tiene derivada continua en [a,b] E fl(x) converge uniformemente en
n=1

[a,b] .y Z fn(x) converge uniformemente a f(x) entonces, f es derivable en x y
n=1
+oo
fiz) =" fal@).
n=1

Ejemplo 6.3.14 Para —1 < x < 1 vamos a calcular el valor de la serie.

1 +2x+4m3+8x7
1+ 1422 1424 1428

Consideramos la serie
log(1 — z) + log(1 + z) + log(1 + z?) + log(1 + z*) +-- - .
Su suma enésima es

Sp(z) = log ((1 —2)-(1+2) 1422 (1+ xz"’l))

o (0014
= log (1 — an)

Es inmediato que esta suma tiende a cero para |z| < 1.

Asi, log(1+ x2) +log(1 +x*) +--- converge uniformemente a —log(1 —x) —log(1 + ).
De acuerdo al resultado anterior la serie de derivadas de esta serie de logaritmos converge
a la derivada de la funcién limite, es decir:

20 473 Lo ! 1
1+22  1+a S l—z 14a
Concluimos entonces que
1 2 4a3 1

1—|—m+1—|—m2++1—|—x4+.“:1—m
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6.3.3. Series de potencias
Un caso especial de series de funciones es el que se obtiene al considerar las aplicaciones,

fulz) = an(z —20)", an € R, n € N, 29 € R.

Aquf usaremos la convencién (z — z0)? = 1 y estudiaremos las series

[e.9]
Z an(x — x0)",
n=0

en que algunos términos a,, pueden ser cero.
Con respecto a estas series surgen dos problemas fundamentales:

1. Si la serie converge para todos los  en algin intervalo, entonces podemos definir la
funcién suma S(z).
En este caso, quisiéramos conocer las propiedades de esta funcién a partir de las
propiedades de la serie.

2. También enfrentaremos el problema reciproco. Dada una funcién con ciertas propiedades
, quisiéramos desarrollar la funcién en una serie de potencias de modo que ésta con-
verja para algunos valores de x hacia la funcién dada.

Existen algunas funciones no elementales que se definen mediante series, como la funcién
hipergeométrica y la funciéon de Bessel.

Convergencia de una serie de potencias Una serie de potencias:

+oo
Z an(m - xO)n
n=0

tiene tres alternatias en cuanto a su convergencia:
1. Converge sélo para x = xg.
2. Converge para todo x € R.

3. Converge en algin intervalo simétrico en torno al punto z = xg.
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“+o0o
Teorema 6.3.15 Si la serie de potencias Z ap(xr—x0)" converge en x —xg = b,b # 0 la

n=1
serie es absolutamente convergente para todo x en |x —a| < |x¢| y converge uniformemente

en |z — xg| < M|b|, para todo M tal que 0 < M < 1.

+oo
Demostracién: Si E an(z—1x0)" converge en b = x — ¢, entonces a,b" — 0, cuando

n=1
n — 400.

Como la sucesion {a,b"} es convergente, ella es acotada. Entonces, existe M > 0 tal
que

lanb™| < M,
para cualquier z en el intervalo,
|z — ol < [b].
Asi, existe un r tal que,
T <r <t

Usando criterio de comparacion entre,

+oo +oo
Z lan(x — 20)"| y Z Mr™ que es una serie geométrica, tenemos
n=0 n=0
_ n
Jan( — 20)"| = Janb"] '”C “o|" 2 ppm.

Como 0 < r < 1, la serie geométrica converge y por criterio de Weierstrass la conver-
gencia de la serie de potencias es uniforme y absolutamente en el intervalo,

|z —xo| < r|b). A

“+o00
Observacién 6.3.16 Si la serie E an(zr — xp)" converge al menos para un r # o,

n=0
entonces para algun b = x — x¢ # 0. Por el teorema anterior, existe al menos un intervalo

abierto
|:U - $0| < |b|7

en el cual la serie converge absolutamente.
Es obvio, por criterio de comparacién, que converge absolutamente para todos los = t.q.
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|x — 0| es menor que |z — ¢| si se sabe que Z an(xz — ¢)" es convergente.
Por lo tanto, podemos pensar en el supremo R de los niimeros r que satisfacen la condicién:
|z —xo| <7 es absolutamente convergente.
Obviamente, la serie diverge para los z tales que
|z — zo| > R.
A este R, se le llama radio de convergencia de la serie de potencias.

+o00
Definicién 6.3.17 Dada la serie Z an(z — x0)",

n=0

= Se llama radio de convergencia de la serie al nimero R tal que

— = lim a,.
_R n—-+oo n

= Se llama intervalo de convergencia de la serie al intervalo centrado en xg y de
radio R, es decir, al conjunto:
|z — xo| < R.

Observacion 6.3.18 La forma més facil de calcular el radio de convergencia de la serie

oo
E an(z — x9)" es usando el criterio de la razén. Es decir:
n=0

1
~ = lim |2,
R n—doo’ ay

)n+1

. . . , Ap41 (T — o
Alternativamente, se puede calcular el intervalo de convergencia calculando 1im nti
n—+too'  ap(r — xo)"

e imponiendo a esta expresién la condicién de convergencia del criterio de la raiz. En los
ejercicios resueltos se usara este método.

Teorema 6.3.19 La serie de potencias:

+o0o
Z an(x — 20)"
n=0

cumple una y sélo una de las siguientes afirmaciones:

1. La serie converge solamente para x = xg
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2. Converge absolutamente y uniformemente en cualquier intervalo cerrado y acotado.

3. Existe R > 0 tal que la serie es absolutamente convergente para todo x tal que
|x — 29| < R, y divergente para todo |z — xg| > R, y es uniformemente convergente
en cualquier intervalo cerrado contenido en |z — 9| < R, es decir, en intervalos
|x —zo] < M < R.

o0

. . . (—=2)"
E lo 6.3.20 sid la s ——(x —3)".
jemplo Consideramos la serie nEZO 1 (x —3)

Para obtener el radio de convergencia usamos la expresiéon anterior:

1 -9 n+1 1
—:1mﬂ( ooty
R noool n+2 (=2)°
Asi, la serie converge para |x — 3| < 1/2 o lo que es lo mismo converge para
5 cr< 7
—<zr< .
2 2

Ahora debemos analizar separadamente los extremos del intervalo.
Para x =5/2, tenemos

U ERRVN SR

n=0

Esta es la serie arménica y, consecuentemente, diverge.

Si x = 7/2 tenemos,
n+1\2) “—~n+1
n=0 n=0

Esta es la serie armonica alternada y, luego,converge. De esta forma concluimos que la
serie dada converge para

) cz< 7
Sep<t
2 -2
. . 1
y su radio de convergencia es 3
+oo
Ejemplo 6.3.21 La serie Z nl(x — z¢)" converge solamente para x = x. en efecto:
n=0
Six # xo,
1 , (n+ D!(z — zo)"t )
E o nEToo n‘(x — 1’0) o nEToo (n + 1)(:1: B I‘Q)

= |z —x| lim (n+1)=+o0.
n—+0o00
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Por lo tanto, el radio de convergencia R vale 0, lo que significa que la serie converge
solamente para x = xg.

“+oo
Ejemplo 6.3.22 La serie Z

n=0
En efecto, si z # xq, tenemos:

(x — )"

' tiene radio de convergencia R = +o0.
n!

1

1 um (x —zo)"™ n!
R n—-—4o00

m+ 1) (x—x9)"
La serie converge absolutamente para todo = € R | es decir R = +o00.En particular,
converge uniformemente en todo intervalo cerrado y acotado.

Tr — X
n+1

=0.

1m
n—-400

—+00
EJemplo 6.3.23 Z T—H
n=0
Six#0:
1 (_1)n+12n+1 3n 4 1

- it )
R nirfoo‘ Sn+d4  (—1)n2n

3n—+1 _
3n+4|

n—-+o00

1
Por lo tanto, R = —.

Ahora debemos analizar que sucede en los ectremos del intervalo centrado en 0 y de radio

1 ) 1
—. es decir, para |z| = —.
2 2
1 3L
= Six = —, la serie es la cual converge por criterio de series alternadas.
2 = 3n+1
1 R |
s Siz=—-1 ie di g
iz 5> la serie diverge 2 31

Ejemplo 6.3.24 Encuentre el intervalo de convergencia y estudie separadamente lo que
sucede en sus extremos para la serie,

e e T

Z (2n + 1)23n+1

n=0
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1 . lan , (—1)n+t (2n + 1)237+1
— = I = lim :
R n—+oo| ap, n—+oo | [2(n + 1) + 1]23n+2 (1)m
. |(=1) - (2n +1)? 1 4n®+4n+1
= lim = m -
n—+oo|  3[2n + 3]2 n—too3 4n2+12n+9

11
(14 =+—
1 n<+n+4n2> 1

= lim - = .
- 3 9
n——+oo 3 m2 (14242 3

n  4n?

La serie converge absolutamente en el intervalo | — 3, 3[. El estudio en los extremos se

deja de ejercicio.

Ejemplo 6.3.25 Encontrar el intervalo de convergencia sin analizar lo que pasa en los

extremos para la serie:

n=1
1 . an + 1 i (n+ 1)+ p!
— = 1 — 1 A —
R n—+o0 an, n—-+o00 (TL + 1)! nn
, n+1] (n+1)n!
= lim .
n—-+00 n (n+1)!

1 n
= lim <1+—> =e.
n—-+00 n
Asi vemos que, la serie converge absolutamente cuando x es tal que

1
x| < —.
e

o o
Ejemplo 6.3.26 Observemos quesi R=1y Z ap € R entonces f(z) = Z an(z — )"
n=0 n=0
es una funcién bien definida en |z — x¢| < 1.
Consideremos la serie 1 — 2 +t* — 5 +¢8... cuya suma, para [t| < 1, es (14 ¢2)71.
Integrando término a término obtenemos:
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T 1 OO T )
- / (1)t —
/0 1+12 nz;) 0
0 1.2n+1

frg —1n —
p3 Vonr1=* 3 t3 7
n=0

d 1 v
Por otro lado, como —arctant = ——, tenemos — (arctan t)dt = arctanx —
dt 1+t o dt

arctan 0 = arctan x. Luego,

3 5 7

T x x

t =r——4+—=———=+4...+....
arctanx = x 3—{—5 7+
Como arctan 1 = %, tenemos :
71'_1 1+1 n
4~ 3 5 7
Despejando 7, nos queda,
_ 4 4+4 4+
TR T

que puede ser considerada como una definicién del niimero 7 y permite calcular valores
aproximados de él con el grado de exactitud que uno quiera.

Operaciones con series de potencias

Teorema 6.3.27 Si

+o0
w f(2) = Zan(m —a)", en |r —a| < Ry,
n=0

+o0o
 g(z) = an(x —a)", en |z —a| < Ry,
n=0

entonces:
400
flx) +g(x) = Z(an +by)(x—a)", enl|r—al <R
n=0

—+00

f(x)-glx) = Z <Z ak;bn—k;> (x—a)", en|r—al <R,
k=0

donde R = min{R;, Ra}.
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Ejercicios Resueltos

1. Para cada una de las siguientes series de potencias, determine su intervalo y radio
de convergencia:

a)

—+00
> "
n=0

Solucion: Sea a,, = x", entonces a +1 =2 1. Usando el criterio de la razén
n 9 n+1
tenemos que:

, an+41 , an
lim = lim
n—+oo | ap n—+oo | "
= lim |z
n—-+o00
= |z|

Luego, la serie converge si:
lz] <1 <= —-1<z<1

Luego, el radio de convergencia es R = 1. En cuanto al intervalo de convergen-
cia, estudiemos que ocurre en los valores extremos de | — 1, 1].

= Siz =1, la serie es,
+o0 +o0
dIm=> 1=+
n=0 n=0

Luego, en x = 1 la serie diverge.

s Sixz = —1, la serie es,
—+00

> (e

n=0

La cual, en en virtud del criterio de divergencia (ver 1f), es divergente;
luego en x = —1 la serie diverge.

Asi, el intervalo de convergencia de la serie es | — 1, 1]
400
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Solucién: Sea a, = (—1)"2", entonces a, 11 = (—1)" 12"+l Usando el cri-

terio de la razon tenemos que:

—J,n+1 n+1
lm (% = ()—x
n—+oo | an n—+oo | (—=1)"x™
= lim |-z
n—-+o00
= |z|

Luego, la serie converge si:

lz] <1 «— -—-1l<z<l1

Luego, el radio de convergencia es R = 1. En cuanto al intervalo de convergen-
cia, estudiemos que ocurre en los valores extremos de | — 1, 1[.

= Siz =1, la serie es,

+oo +oo
PCEEED Ik
n=0 n=0

La cual, en virtud del criterio de divergencia (ver 1f), es divergente; luego
en z = 1 la serie diverge.

» Sixz = —1, la serie es,
+oo +oo +oo +o00
YIS SISV YEIEES SEe.
n=0 n=0 n=0 n=0
Luego, en x = —1 la serie diverge.
Asi, el intervalo de convergencia de la serie es | — 1, 1]
+oo 2"
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" anrl
Solucién: Sea a, = —, entonces an11 = . Usando el criterio de la
) n n+1
razén tenemos que:
xn—l—l
, Ap41 ,
I L S I AL tl
n—-+4oo an n—-+o0o X
n
) wnJrl n
= lim - —
n—+oo |n+1 2"
; n+1
= lim T
n—-+o0o n
= ||

Luego, la serie converge si:

lz] <1 «— -—-1l<z<1

Luego, el radio de convergencia es R = 1. En cuanto al intervalo de convergen-

cia, estudiemos que ocurre en los valores extremos de | — 1, 1[.

= Siz =1, la serie es,
+00 .pn +o0 1
>
n=1 n=1

La cual, en virtud del ejemplo 6.2.16 es divergente; luego en x = 1 la serie

diverge.
= Six = —1, la serie es,
(D"
i
La cual, en virtud del criterio de Leibniz es convergente; luego, en x = —1

la serie converge
Asi, el intervalo de convergencia de la serie es [—1, 1]

+oo  n
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n n+1

. Usando el criterio de la

T
entonces an41 =

NG NCES

Solucion: Sea a, =

razén tenemos que:

xn+1
, An+41 , vn+1
i = lim |—F—
n—-+oo an n—-+oo X
vn
) xn—f—l n
= lim £
n—too|\/n+1 am
, n+1
= lim z
n—-4o00 n
= ||

Luego, la serie converge si:
lz] <1 —= —-1l<z<1

Luego, el radio de convergencia es R = 1. En cuanto al intervalo de convergen-
cia, estudiemos que ocurre en los valores extremos de | — 1, 1[.

= Six =1, la serie es,

N /2
n=1 \/ﬁ n=1 n /
La cual, en virtud del ejemplo 6.2.16 es divergente; luego en x = 1 la serie
diverge.
= Six = —1, la serie es,

(D"

n=1 \/ﬁ
La cual, en virtud del criterio de Leibniz es convergente; luego, en x = —1

la serie converge
Asi, el intervalo de convergencia de la serie es [—1,1]
too (—1)"1’"

) 2 (2n + 1)2 - 301

n=1
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(_l)nxn . (_1)n+1xn+1
entonces a = .
(2n < 1)2 . gn+l’ n+l (2n + 3)2 . gnt2
ando el criterio de la razén tenemos que:

Solucion: Sea a, = Us-

C_l)n+1xn+1
(2n + 3)2 - 3nt2
n—-+00 (—1)”56”
(2n +1)2 - 3ntl
_ oy 0_1)n+1xn+l (2n’+_1)2.3n+1
T oo |(2n +3)2- 3072 (—1)ngn

An+1
Qp

lim

n—-+o0o

i |l

n—-+0o 3(2n+3)
(2n +1)*
(2n +3)?

_‘ 2n 4 1)2
o 3 n—>+oo 27”L—|—3)
= 3]
13

Luego, la serie converge si:
Zl<1 = -3<a<s

Luego, el radio de convergencia es R = 3. En cuanto al intervalo de convergen-
cia, estudiemos que ocurre en los valores extremos de | — 3, 3[.

= Six =3, la serie es,
—(2n+1)2-3m1 3 4= (2n 4 1)?

La cual, en virtud del criterio de Leibniz, es convergente; luego en = = 3 la
serie converge.

= Sixz = —3, la serie es,

+oo +oo
CD™(=3)" - (D (D)3
Z::l (2n +1)2- 30+l — L= (2n 4 1)2 . 3ol

i

n=1

+o0 1

(2n+1)2-3

I
i

n=1

1=
:§Z(2n—|—1)2

n=1
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La cual, en virtud de la serie de referencia 6.2.16 es convergente; luego, en
x = —3 la serie converge

Asi, el intervalo de convergencia de la serie es [—3, 3]

p S rexy
n+1
n=0
2 9\ 1 2 2 n+1
Solucién: Sea a, = %, entonces a4 = (n + )n(—f;_ ) .

Usando el criterio de la razén tenemos que:

(n + 1)2(1, + 2)n+1
lim [ = i nt2
n—+oo | ap n—-+oo n (m + 2)"
n—+1
, (n+1)2(x +2)"+! n+1
= Ilim .
n—-o00 n+ 2 n?(x 4 2)"
, (n+1)°
= 1 2) s —
| (n+1)?
= 2 1 -
’QZ * ‘ nﬂlr+noo nQ(n + 3)
=l +2

Luego, la serie converge si:
lz+2/ <1 <—= -3<z<-1

Luego, el radio de convergencia es R = 1. En cuanto al intervalo de convergen-
cia, estudiemos que ocurre en los valores extremos de | — 3, —1].
= Six = —1, la serie es,

n+1 _n:0n+1

Notemos que:
2

= 0
LN

Luego, en virtud del criterio de divergencia , esta serie diverge; luego en
x = —1 la serie diverge.
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= Six = -3, la serie es,
Jf n2 . (1)
= n +1
La cual, en virtud del criterio de divergencia , es divergente; luego en x = —3

la serie diverge.

Asi, el intervalo de convergencia de la serie es | — 3, —1]

+oo
9) Z n?(z +1)"
n=0

Solucién: Sea a,, = n?(x + 1)", entonces ap41 = (n+ 1)%(x + 1)"L
Usando el criterio de la razén tenemos que:

(n+1)%(z + 1)+
n?(z + 1)»

an+1
Qp

= Ilim

n—-4o0o

lim
n—-400

2
= lim M
n—-+o0o

(x+1)-

n

(n+1)

= |z +1] lim Y

n—-400

= lo+1]
Luego, la serie converge si:
lt+1<1 <= -2<2<0

Luego, el radio de convergencia es R = 1. En cuanto al intervalo de convergen-
cia, estudiemos que ocurre en los valores extremos de | —2,0].

= Six = -2, la serie es,

+o0 +o0
Y onP(—2+1)"=> ni(-1)"
n=0 n=0

La cual, en virtud del criterio de divergencia (ver 1f ), es divergente; luego
en x = —2 la serie diverge.
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= Six =0, la serie es,
Zn o0+1)" Zn

Luego, en virtud del criterio de divergencia (ver 1f), esta serie diverge;
luego en x = 0 la serie diverge.

Asi, el intervalo de convergencia de la serie es | — 2,0

2.  Una funcién importante definida mediante series es la funcién de Bessel de orden n,
donde n es un entero no negativo, definida mediante,

k 2k+n

Zkl k+n+1) 22k+n

a) Demuestre que el dominio de J,, es R

b) Derivando la serie z".J,(z) y usando una propiedad apropiada de la funcién
Gama, demuestre que:

D g (@)) = " T (1)

dz

¢) Usando la derivada de un producto y posteriormente dividiendo por "1, ver-

ifique que:
xJ) (1) = 2Jp_1(x) — nJy()
Solucién:
a)
k 2k+n
Zkl k+n+1) 922k+n
-1 k .2k+n -1 k+1,.2k+2+n
Sea by, = (=)= (=)=

br+1 = .
k! . F(k+ n + 1) . 92k+n’ k+1 (k‘ + 1)[ . I‘(k+n+ 2) . 22k+2+n

Aplicando el criterio de la razén tenemos que:



6.3. SERIES DE POTENCIAS 747

(_1)k+1m2k+2+n
(k+1)!-T(k+n+2) - 22k+2+n
k—+o00 (—1)kaj2k+n

kU -T(k +n+ 1) - 22k+n

bp1|
by,

k—+o00

— lim (“1)F g2k BUT(k+n 1) - 2240
koo [ (b DET (k4 14 2) - 2252 (—1)Fa?Fen
_ 2
— g | CDT
k—+oo | (k4 1)(k +n)

2
i T
= lim

k—-+o0 (k? + 1)(/€ + ’I’L)

Luego, el radio de convergencia es R = 400, por lo tanto, Dom (J,(z) = R)

b) Notemos que:

oan I _1)k z? F
() = <§> 'kzzok!-r((k Jlr)n+1) (2_2>

Entonces:

o2n Fo0 k 2\ k
n _ T (_1) x
(@) = 5 kzkl-r(k+n+1) (22>
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Luego:
d , . 2nag?n=1 IR (—1)k 22\*
@ ) = =5 'kzok!-r(k+n+1) (2_2>
E S L
o E'-T(k+n+1) 22 22
+00 k 2\ k
LA (—1) x
- <§) kz_(]k!-r(k+n+1)'(n+k)'<2_2>
_ +oo k 2 k
Y AN (—1) x
- <2) kz_ok!-l“(k—i—n) (22>
=" Jp_1(x).
¢) Ya que:

(2" Jp(2)) = na" 1, (x) + 2" J) () = 2" T_1(2)

Se tiene que:
na" N, (z) + 2" T (x) = 2" T (x)

La igualdad vale paran > 1y z = 0.
Si x # 0 entonces:

ndn(x) + zJ) (z) = 2 Jp_1(2)
Y asi:

() = xJp—1(x) — nJd,(x)

n

Ejercicios Propuestos
+oo

1. a) Z%

n=1
“+o00o

b) Z nx"
n=1

+oo
c) Zx"\/ﬁ
n=1
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+00 n
x
d -
) nzz:l In(n+1)
“+o00o

n xQn
0 3

n=1

+o0 n

nlx
/) nzz:l (2n 4+ 1)!

+o0
(~1)"(z — 4y
Z (n+ 1)3

n=1
—+00

h) Z(n+1)23nx3n+l

n=1

+oo 9
, e(x —2)"
0D
n=1
+o0

(1+2™)z
DI

n=1

749

2. En base a la definicién de la funcion de Bessel del ejercicio resuelto 2, y los resultados

alli obtenidos:
a) Verifique, usando la definicién de J,,, que:

k2k

2
Zkl k_|_n+ ) 922k+n
b) Demuestre, derivando la serie, que:
d . too (—l)kx%_l
gz (@) = (k— 1) T(k +ntl). 2201

n=0
¢) Cambiando el indice de la sumatoria, verifique que:

d ., (—1)kH1g2k1
%(5'3 Ta(z)) = Zkl k+1—|—n—|—1) 92k+n+1

)k 2k+1+n

_ —n
B Zk' k+n+1+1) 92k+n+1
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d) Observando la tltima serie con la que define J,(x), verifique que:

% (m*”Jn(m)) =—x "Jpy1(x)

e) Demuestre que:
xJ) (2) = —wJpi1(z) + ndy(x)

f) Demuestre que:

QJ;L(QU) = Jn-1(z) = Jny1(z)
20T (&) = & [T 1 (&) + oo ()]

g) Pruebe que:
Jn_1(x) = J) (z) + %Jn(m)

h) Pruebe que:

xJ_(z) = —xJy(z) + (n—1)Jn_1(z)
i) Demuestre que se cumple la siguiente ecuacion:

22T (x) + 2 J (z) + (2% = n?)J,(z) =0

Esta ecuacion demuestra que la funcién de Bessel J,(x), es solucién de la
ecuacién diferencial:

22y +axy + (22 —n?)y =0

De esto deriva su importancia.
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6.4. Teorema de Taylor

La familia de funciones méas simples son los polinomios ya que son muy féciles de
derivar y de integrar. El teorema de Taylor permite, bajo ciertas hipdtesis, aproximar
funciones mediante polinomios lo que facilita cdlculos numéricos directos que pueden ser
muy dificiles y a veces hasta imposibles.

Consideremos una funcién f definida en algin intervalo de R, tal que la n-ésima
derivada, f (n) (x), existe en un intervalo que contiene a un punto a fijo y si « es un punto
cualquiera de dicho intervalo, entonces nuestro objetivo es buscar una serie de potencias
que converja hacia f en algin intervalo.

Primero buscaremos polinomios usando de forma recursiva integracién por partes.

Supongamos que f y f’ son continuas en [a,b]. Entonces, para cualquier z € [a,b] se
tiene, usando el Teorema Fundamental del Céalculo,

/ " P )y = f(2) — fla). (6.5)
Entonces, N
f@) = 1@+ [ 1wy (6.6)

Suponiendo que f” existe, podemos volver a integrar por partes la integral de la ecuacién
6.6,

{f’(y) = f"(y)dy
dy = y=>y—r=—(v—y)

Ahora f puede escribirse como:

F@) = 1@ - =05 w)| [ -0 @y

a a

f@) = 1@ + @ a)f @+ [ = f )y (6.7)

Integrando por partes la integral de la ecuacién 6.7,

f"(y) = f”i(y)dy
(@ =y)dy = —5@—y)*

Entonces la ecuacién 6.7 se transforma en:
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1

f@) = f(a) + (x = a) ['(a) = S[(x = )" /" W) + % /x(w — )’ " (y)dy.

El proceso puede continuar indefinidamente siempre que las derivadas de orden n
de f existan y sean continuas, asi todas las integrales existen. Aplicando n veces este
procedimiento obtenemos el siguiente teorema:

Teorema 6.4.1 Teorema de Taylor- Forma 1 Si f(x) y sus primeras (n+1) derivadas
son continuas en [by, bs] v si by < a < be, entonces para x en el intervalo dado se tiene:

(k) ( _
e Z 1Y@ =l b (o0, (6.9)
donde,
1 ‘ n p(n+1)
Ro(w,a) = — [ (z—y)"f" (y)dy.
Definicion 6.4.2 » El término R, (x,a) se llama resto.
f (k)(a)(z—a)
» f(a)+ Z se llama polinomio de Taylor de grado n y centrado en a de
f-

= Si f tiene las derivadas continuas de todos los ordenes entonces los polinomios de
Taylor se pueden transformar en una serie llamada serie formal de Taylor :

_|_Zf x_a Zf x—a)

Le decimos formal porque no se sabe a priori si realmente esta serie converge a f(x).

"(a)(z —a)*

n!

converge a f(x),

Del enunciado del teorema 6.8 podemos deducir que Z /
n=0
en algin intervalo centrado en x = a si y sélo si R, (z,a) — 0 cuando n — +00.

Para demostrar este teorema necesitamos darle una forma distinta al resto R, (z,a).

Teorema 6.4.3 Teorema de Taylor- Forma 2: Supongamos que f(z) tiene sus primeras
n derivadas continuas y sla derivada f(n 4 1)(x) existe en un intervalo [by,by]. Sea a tal
que by < a < by. Entonces para todo z en ]by, bo[ se tiene:

" k ajlr—a k
1) = fa) + 3 FO D g ), (6.9
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(x _ a)n+1fn+1(c*)
(n+ 1!
Demostracién: Sea R, (z,a) definido por:

donde R, (z,a) =

, para algtin c* tal que a < ¢* < .

~ fHa)(z —a)*
f) = fla)+ 3 = R
k=1
Ahora consideraremos la funcién ¢ definida por

=L k) x —y)k xr — "‘Hrn T, a
oy) = fl@) = fly) = i (y)]i! v”_ | ‘?T)l " 1)!( ). (6.10)
k=1

Demostraremos que ¢ satisface el Teorema de Rolle, en el intervalo a < y < z con
bl<a<b2yb1<xb2.

Reemplazando y = x en la ecuacién 6.10, tenemos que

®(a)(x —a)* (- a)"ry(z,a
) - oy - L=t (om0t

(m - y)n+1rn(m - a)
CE

Por lo tanto, elegimos 7, (x — a) de modo que se cumpla la igualdad 6.11).

p(a) =0« Ry(z,a) =

(6.11)

La funcién ¢ satisface las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo [a,z], por lo
cual existe un punto ¢* en |a, z[ donde ¢'(c¢*) = 0.

)kfl

3 z —a)* - T — x—y)"rp(x,a
80/(?/) _ —f’(y) _ ka—l—l% + Z f(k) (y)gk - Yy + ( y) n( > )
' k=1

| |
Pt 1)! n!

Desarrollando las sumatorias, queda finalmente,

Sy = — Y@@ =y | (@ =y)"ra(z,a)

n! n!

Por Teorema de Rolle, existe ¢* €]a, x| tal que

I ) K ) WNC)

n! n! =0

¢'(c) & -
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& rp(z,a) = —fO () a < <z

(1. _ a)nJrlf(nJrl)(c*)

Reemplazando este valor de r,(z, a) en (2) obtenemos que R,,(z,a) =

(n+ 1)
para algin ¢* entre z y a .l

Observacién 6.4.4 1. Si R,(z,a) — 0 cuando z — 400, entonces f(x) puede ser re-

presentada mediante la serie de Taylor centrada en a en algiin intervalo que contiene
al punto a.

2. Cuando a = 0, la serie resultante por esta via se llama serie de Maclaurin y tiene
la forma:

00 £(n) ()"
Fo) = o)+ 3 L0

et n!
3. Otra forma equivalente de escribir el resto es
1 —g\n1rn)
( 9()71 — ch)' (6z) x", para algin 6 € (0,1).

6.4.1. Calculo de polinomios y series de Taylor para funciones elemen-
tales

1. La serie exponencial: es la serie de Taylor centrada en 0 o serie de Maclaurin de

flx) =e€".

Los polinomios de Taylor de grado k y centrado en a = 0 lo denotamos por T%(0).

i OI) e
7,0) = 0) + Y 0
k=1

To(0) = f(0) =€ =1

'(0) x
70) = f0) + e =14 3

f//(o ’ 2
T5(0) = T1(0) + AT
Considerando que f(k)(O) =e” = e =1; paratodo k € N tenemos que:

2 1.3 1‘4 "

L0)=1+z+ 7+ 5+ 7+ +—

)
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Ahora podemos estudiar la convergencia de la serie de potencias resultante cuando
x # 0. Recordemos que toda serie de potencias converge para x = a.

+00 n
1+>° —
n=1
Un41() A O I P
U () (m+D! 2| (n+1)
or lo tanto, lim ( j—l) = 0 < 1; para todo x € R y la serie converge para todo
Por 1 i i 0<1 d Ryl i d
n

z eR.

Para saber si esta serie convergente representa a la funcién f(x) = e”, debemos
analizar el resto dado por el Teorema de Taylor:

anrlec*
R, (z,0) = m; con c¢* €]0, x[.
wnJrl
Si dejamos z fijo, R, (z,0) — 0 cuando n — +00 pues R — 0 por ser el término
n

general de una serie convergente.

Para todo = € R se tiene que,

En particular si x = 1

+00 1
=y L
n!
n=0
Esta formula permite calcular valor aproximados de e con el grado de exactitud que
uno quiera. Por ejemplo, calculemos el nimero e con 4 decimales exactos.

c*

e
(n+1)! 7
que 1074, Para facilitar los célculos podemos usar acotaciones intermedias como
mostraremos a continuacion.

Esto quiere decir que R,(1,0) = con c¢* entre 0 y 1, debe ser menor
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e e

1074,
D) Sl S s

Rn(lv O) =

Para determinar la cantidad minima de términos que debemos sumar para alcanzar
el grado de exactitud que queremos, debemos resolver la inecuacion:

3 _ 1
(n+1)! ~ 10,000

tomando a n como incégnita. La inecuacién es equivalente a
3x 10 < (n+ 1)L
Con una calculadora se puede encontrar que:

71 = 5,040
8! = 40,320

Por lo tanto basta tomar n = 8. Asi, tenemos que:

11 1 1 1 1 1
Ml+ldcto b+t — 4=+ ~2 T8I,
S T T TR TR TR R

La serie de coseno:

Sea la funcién f(z) = cosz, a = 0. Tenemos que:

» f/(x) = —senx
/" (x) = —cosx
f"(z) = sen
) (z) = cosx

» ) = —gsenux
fO(z) = —cosx
» fU(z) =senz

. f(”m) (x) = cosx

En general:
o fUHD(2) = senx
s fUH2) () = —cosz

n fUnt3) (x) =senz
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n fUn) (x) = cosx
Por lo tanto:

. f(4n+1)(0)

. f(4n+2)(0)

- f(4n+3) (0)

- (o) =
F™(0)

n!

Asi, los coeficientes de Taylor a, = para la serie de cosx son:

" Q4nt1 = A4py3 =0

-1
" Gt = o
_ 1
" G =

Luego la serie de Taylor de f(z) = cosx es

n 2

+Z n—1+z

Esta serie converge para todo x € R. Esto de deJa para que el lector lo verifique.

n2n

+oo (_1)nx2n+1

3. Senngm, z e R.
4. La serie geométrica
1 =
_ n
E = Zx y |IE| < 1.
n=0
-1 n+1,.n
5. ln(1+a:):z()7x, -l<z <1
n
6. La serie blnomlal
(v —2 —-n+1
(1+z)° —1+Z 72' (a ):c", 2| < 1.

Consideremos la func10n fle)=(1+=x)% con x> —1, la que puede ser escrita
como:
(1 + :L,)a _ eaLn(1+a:).
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Asi,
4 (14 2)°] = exbntte) 2 0a(l+2)* ! =a(l +z)*!
dx 1+z '
d2 @ d a—1 a—2
w((l—{—x) ):%(a(l—{—x) ):a(a—l)(l—}—x)

Sucesivamente obtenemos la expresion;

mn
@((1 +2))=a(la—1)---(a—n+1)(1+z)*"
mn
dam
Aplicando el teorema de Taylor podemos escribir:

para z = 0; (a1 +2)Y) |z=0 =a(a—1)--- (a —n+1)

o148yl ala=1)-(a=n+2) .
e TE A (n—1)! +
1_61171
o ala =)l 1) (L0
Sea S, la suma parcial de la serie de Taylor:
2! ol
oy |@=0)"tala—1) (a—n+1) ala—1)(a—n+1)| .,
(1_0)1—1 1
- — —1)--- _ n
ey Trer el CCRERC n+1>1\xr
N 1-6 n—1 (1+0x ——H n+1 “ ’n
I\ + 6z (1 + 6z)n

ala—1)--(a—n+1)
(n—1)!

No es dificil verificar que ‘ ‘ < K, para alguna constante K

Por otro lado,
(1+ Ox)" 1

— a—1
(15 oya — (LT 07)
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1-46 1-6
0 — =1
S1t6:"1-6
De esta forma, la cantidad
(1—6)nt 1 lpala=1)—(a—n+1)
e (L ) = ]
gzt 167 Al (n—1)! ’

es acotada y, en consecuencia,
lim [S, — (1+2)% — 0,
n—oo

para todo |z| < 1. Asi,

“+o0o
ala—1)...... (e —=n+1)
(1+2)% = Z n! 7"
n=0
Se deja como ejercicio verificar que esta serie diverge parax =1y x = —1.

Dos casos particulares de la serie binomial son:

= Si o =1 en la serie binomial y tenemos,

- —il_ - — ZO (_1)(_2)7(7;3) ) (_n) " = Z(_l)nxn‘

Reemplazando x por—z, tenemos

1

— = (=D (=Da" =) o
n=0 n=0

= Sia= -2y usando —z en vez de z, tenemos
1 2
—=14+2x4+32" 4+ para—1 <z < 1.
(1—)?

Ejemplo 6.4.5 1. Usando la definiciéon de coshz y la serie exponencial, podemos
obtener la serie que representa a entonces cosh x.
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xr —T
2
400 2"
e’ = Z—'; para todo x € R
— nl
—+00 —+00
B (_:E)n xn
T _ _1\n
€ _Z n! _Z( 1) n!’
n=0 n=0

Entonces:

1R o0 & "
J— - I
coshm—2<§ noyt (-1) n!)

n=0 n=0
3 *i (1 + (—1)"> "
- ‘nl
o 2 n

Observar que si n es impar, entonces los coeficientes son cero. Por lo cual, podemos
reescribir la serie como:

x
Z ;  para todo = € R.
|
— (2k)!
+o00 ka
coshz = Z W; |z| < +oo.
n=0 )

2. Encontrar la serie de potencias para

e “In(1+ 3x)

Usando el teorema de la aritmética de series.

Solucidn:
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+oo n n
mu+y):§:§iliﬁﬂ ly| < 1. (6.12)

n
n=1

Tomando y = 3x en la ecuacién 6.12 y cambiando el indice n por n + 1 para poder
comenzar a contar de cero, nos queda:

+00 1,.n+1
(—1)"3ntly 1
In(1+3z) = ; < =
n( x) nEZO T || 3

Recordemos el producto de Cauchy de series:

() (Xh) = Eew

n
(—1)kzh 3Lkt
dond = by,— = b =(-1)'—
onde, Cp kzz:laknkaak k! ’ k ( ) /{?—l—l
. Z": (_1)kxk‘ (_1)n—k3n—(k+1)xn—k+1
" k! n—kFk+1
k=0
n
3n—k—1 1
— - (1 n, n+1, < =
kﬂMM—k+U( et <3
Entonces:
e “In(l+3z) = — | (=1)"2"
== (n—k+1)

Recordemos que para que el producto de series converja al producto de sus respec-
tivas sumas la convergencia debe ser absoluta.

Observacion 6.4.6 Observemos ademads que la forma resultante “es una serie de poten-
cias escrita en la normal”. Aveces pueden suceder casos en que no es tan directo obtener

la forma normal de una serie de potencias.

Por ejemplo:
—+o00 +oo
<Z an:v2n> (Z bnx"> .
n=0 n=0
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En estos casos se tiene la formula:

+oo +oo +oo [[n/2]
<Z anx2”> (Z bnx”> = Z Z apbp_or | 2™
n=0 n=0

n=0 \ k=0

Ejemplo 6.4.7 No siempre se cumple que el valor de la funcién coincide con el valor de
su serie formal de Taylor. Sea

0, z <0
o fM(0) k 1
f™(0) =0 paratodo n > 0y entonces Z o (x —0)F =0 # e V/* = f(z),para

k=0
x> 0.

Ejercicios resueltos

1. Escriba la funcién f(x) = y/z como el polinomio de Taylor de grado 6 centrado en
a = 3, mas el respectivo resto.

Solucién: El polinomio de Taylor de grado n de f(x) centrado en z = a se escribe

" (n)
f@+ £ - a)+ L —ap o e
El resto en este caso es
(n+1)
R, (z,0) = f(n:_l fi) (x—a)"™: cona<f<uz.

Para f(x) = \/z tenemos
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o
F1@) = =5
/(@) % x51/2
f(,v)(x):_?>2_45 x71/2
0@ =220
f(vi)(m) 3 52-67~9 33111/2
priy = 22D
Por lo tanto,
fl@) =va
:\/§+2.;,1/2 (@ 3)_%'2%'?;}/2(96 3’

b IE IR B ot )

+$%5739—1/2( 3)5_é'3'52.67'9'31}/2(36_3)6

+l 3:5-7-9-11 ! (z —3)7, con 3 <0<z

’ (6)13/2

2. Obtenga la serie de Taylor de f(z) = Inz, centrada en x = 4, y calcule su intervalo

y radio de convergencia:

Solucién:

Para f(z) = Inz tenemos,
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f )=

f S =
1) =5

. JO ) = -2
« SO = 250

Y en general

(n—1)!

. [0 () = (-1t

Asi, la serie de Taylor de f(x) = Inz, centrado en x =4 es:

[e9) 9]
1)| 1 n+1( 4)11
43 O ey + 3
— — n - 4"

Para estudiar su intervalo y radio de convergencia, notemos que el termino general
de la serie es de la forma:

y por ende,

(~1)"2(x — 4y
(n + 1) L gntl

(n41 =
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Usando el criterio de la razén:

(_1)n+2 (1. _ 4)n+1

. An+1
lm %t =y |14
n—+oo | ay n—+too | (=1)"t(z —4)"
n - 4"
~ m (_1)n+2(1. _ 4)n+1 n - 4"

n— 00 (TL + 1) . gn+1 . (_1)”+1($ _ 4)11

o |CDE
n——+o0o 4(n+1)

x—4 i n
= - lim
4 n—+oo (N + 4
r—4 3 n
= - lim
4 n—+oon + 4
—4
= r . 1
4
|z —4
| 4
Por lo tanto,
—4
lim |4t == |2 '
n—-4o0o an, 4

El Criterio de la razén dice que la serie es convergente si L < 1, luego, imponiendo

esta condicién tenemos que:

r—4
4

'<1 = -4 <4 = 4d<r—-4<4 = 0<z<8
Por lo tanto, la serie tiene radio de convergencia R = 4, estudiemos que ocurre en
los extremos de |0, 8].
= Sizx=0
)iy
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Luego, la serie es:

-l—oo1
In4 —.
nd+ ~

n=1

+oo
Como la serie Z — es divergente, la serie diverge para z = 0.

n=1 n

n Siz=2S.
(—1)"+1(a€ _ 4)n
a =
" n - 4n
se transforma en
(_1)n+1
ayp = ——.
n
Entonces la serie a estudiar es:
n+1

1n4+z

que es una serie alternada
( 1)n+1

+00
>
n=1
que segun el criterio de Leibniz es convergente. Por lo tanto, la serie converge

en xr = 8.
Luego, el intervalo de convergencia de esta serie es |0, 8].

3. Use la formula:

1
cos’z = 5(1 + cos 2z)

Para demostrar que:

n 22n 1 xQn

cos x—l—i—z

Solucién: Usando la serie correspondiente a la funcién cosx que converge para

todo z € R.
Cosx—l—i—z

Reemplando en ella x por 2u, obtenemos:

n2n
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1+ cos2u 1 ) 2n, 2n 2n—1, 2n
— = 5(24—2 2 —1+Z 2

Concluimos que:

cos u—l—i—z

Lo cual es valido para todo u € R.

Ejercicios propuestos

. . 1 . )
Las series de las funciones :——, e”, cosz,senz, In(z + 1 la serie binomial son con-
1 b b ) b

sideradas series de referencias. Es decir, es lo minimo que Ud. debe conocer y pueden ser
usadas cada vez que sea necesario sin deducirlas, ademas, debe recordar su intervalo de
convergencia.

1. Escriba las siguientes funciones como el polinomio de Taylor de grado 6 centrado en
a mas el respectivo resto:

b) senzx, a= T
¢) coshz, a=0.

2. Obtenga las siguientes series usando la definicién de la serie de Taylor. Calcule su
intervalo de convergencia.

a) €” en potencias de (x — 3).

S

e’ en potencias de (z + 2).

o

QU

Inz en potencias de (z —4).
1

vo+1

3. en los siguientes ejercicios determine las series de las funciones dadas usando susti-
tuciones apropiadas en las series de referencia

)
)
) cosx en potencias de (z + 7/3).
)
)

e en potencias de (z — 3).
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1+ 24
v 1+ sen z2.
sen /x.

In(1 + 423).

2

4. Use la féormula sen®z = %(1 — cos2z) para obtener la serie de sen?x . Verifique
la identidad fundamental de la trigonometria usando las series obtenidas en este

ejercicio y el anterior.

5. Use el teorema de producto de series para calcular las series de :

)
b)

C

S8

9]

)
)
)
f)

T COST.
T

senx
63J:

144z

In(1 — x) cos z.
cos 3x(2 + x3).
1+z

1—a

6. Calcule la serie de arcsen z usando:

El Teorema Fundamental del Célculo para escribir arcoseno como una integral
entre 0 y x.

. . 1

Use la serie binomial para .

V1 —t2

Use el teorema de integraciéon de series para obtener la serie de arcoseno inte-
1

V1—t2

Determine el intervalo de convergencia de la serie obtenida.

grando la serie de

7. Calcule la serie de arctan z usando el mismo procedimiento que el propuesto en el
ejercicio (6).
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a) Calcule el intervalo de convergencia de la serie de arctan x obtenida en (7).
b) Analice la convergencia de la serie en los extremos del intervalo.

¢) Demuestre por continuidad que la serie obtenida en el ejercicio (7) representa
también a arctan 1.

d) Calcule un valor aproximado de 7 usando la serie en z = 1.

. . ) . a2
Calcule un valor aproximado con tres decimales del area bajo al curva e™ cuando
x varia entre 0 y 1.

. . . . sen x
Calcule un valor aproximado con tres decimales del area bajo al curva cuando

, s
x varia entre 0 y 5

Use la serie binomial para calcular un valor aproximado de la integral eliptica de

/ \/1—§sen2xda@.
0 4

Nota: Vea la guia de longitudes de curva para recordar lo que es una integral eliptica.

segunda clase

Respuesta : ~ 1,22....

/6
Calcule un valor aproximado de la integral I = / (cos x)5/ 4 dx. Siga el siguiente
0

camino:

/6 1/2
a) Escribal = / coszV/ 1 — sen?)/ 4 dx = / (1 — u?)"/8 dz, donde u = sen z.
0 0

b) Use la serie binomial.

Respuesta: =~ 0,494........

Las series de Taylor también sirven para calcular algunos limites. En estos casos
se necesitan solo algunos términos de la serie , no es necesario conocer el término

general.
senhz —senx 1
a) ili% — 3 Respuesta: 3
coshx — cos x
b) lim ———s——. Respuesta: 1.
r—0 xT
, senz—In(l+4+=x
c) lim 2< ) . Respuesta: %

z—0 T
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Calcule el polinomio de Taylor de grado n y centrado en xy = 0 de la funcién:
f(x) = coshz

Deduzca de (a) que cosh x, en una vecindad del cero, puede ser aproximado por
una parabola. Encuentre tal parabola.

Calcule cosh(0,7) usando el polinomio de Taylor de grado 4.

Un cable pesado, perfectamente flexible e inextensible, adopta en equilibrio
la forma de una catenaria; haciendo abstraccién de la escala, su ecuacion es:
y = coshx. Usando los resultados anteriores, esta curva puede ser sustituida,
en una vecindad del origen , por una parabola. ; Hasta qué abscisa el error que
con ello se comete es inferior al uno por ciento ?

Escriba - sin hacer los calculos y diciendo a cual serie de referencia corresponde
- la serie de potencias de = de las funciones:

1 1 1
1+2" V1—2" V1—22

11—z
Obtenga la serie de potencias de = de 1 y su intervalo de convergencia.

Obtenga la serie de potencias en (b) para calcular con 6 decimales exactos.

997

1—
Determine el desarrollo en serie de potencias de z de 4/ T r
x
Indicacién: Amplifique la cantidad subradical por (1 — x) para escribir:

1-— 1
S S S
1+ 122
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