INTRODUCCION

El presente apunte, el primero de dos, son los apuntes de clase que he realizado
en la asignatura Matematica General codigo 10.052 en el plan comun de Ingenieria de
Ejecucién de la Facultad de Ingenieria de la Universidad de Santiago de Chile,
asignatura que tiene caracter régimen anual.

Este apunte se realizd con el pensamiento puesto en los alumnos que se
inician en nuestras carreras de Ingenieria, apostando a que este instrumento, servira de
guia, en la adquisicion de los elementos base en la Matematica, que nos apoyaran en
las otras disciplinas de las diversas asignaturas.

Corresponde a una introduccion al Algebra Basica considerando entre otros el
estudio de las Relaciones y Funciones, los Numeros Naturales ( induccion sumatorias,
progresiones, analisis combinatorio, teorema del binomio, sucesiones) , una breve
introduccién a Estructuras Algebraicas con énfasis en Numeros Complejos y
Polinomios.

El apunte contiene una gran cantidad de ejemplos resueltos y propuestos y
debemos considerarlo como una guia que conduzca al estudio de la gran cantidad de
textos que sobre los temas declarados existen. En relacion con el estudio del apunte,
que se desarrollara durante el primer semestre académico, es conveniente apoyarse en
la pagina web http://matgen.usach.cl , pagina de la coordinacion que dirijo, y que
contiene los controles de ejercicios y las pruebas realizadas durante el afio 2003

Espero que el uso de este apunte, en cada una de los cursos que contempla la
coordinacion, sirva de apoyo para enriquecerlo en su presentacion futura, la cual,
quizas incorpore otros recursos.

El segundo apunte, que espero se pueda editar en el segundo semestre
académico del presente afio, contendria: Matrices, Determinantes, Sistemas de
Ecuaciones Lineales, Espacios Vectoriales y Transformaciones Lineales, asi como una
introduccion a Ecuaciones Diferenciales Ordinarias.

Mucho éxito en su aprendizaje

Heraldo Gonzalez Serrano
Coordinador Matematica General 10.052
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LA MATEMATICA: CIENCIAY LENGUAJE DE LAS CIENCIAS

En los congresos internacionales de Matematica se redinen miles de matematicos
de todos los paises para discutir sus descubrimientos. ¢Qué cosas descubren? ¢De qué
se ocupan?. Se ocupan de tantas cosas diferentes que ya no hay ningiin matematico que
conozca todo lo que hacen todos sus colegas.

Los nombres de las ramas de las matematicas modernas: Variedades
Diferenciales, Topologia Algebraica, Algebra Topoldgica, etc. suenan mas misteriosos
aun que los de la Fisica o la Biologia.

Todo naci6 del deseo y la necesidad de saber cada vez méas sobre los nimeros,
las figuras geometricas, y todas las relaciones entre estos objetos creados por la mente
humana.

Parece mentira que cosas aparentemente tan sencillas como uno, dos, tres,...
hayan tenido ocupados a tantos hombres de genio durante tantos siglos, y que cada vez
haya méas gente que se ocupe de eso, y que cada vez aparezcan mas problemas de que
ocuparse, pero ya veremos poco a poco cOmo eso es posible y natural.

Los matematicos actuales, sin embargo, pocas veces hablan de nimeros o
figuras; muchas mas hablan de las relaciones mismas. Asi, ademas de verificar que el 2
estd antes que el 5 se preguntan que es ordenar objetos cualesquiera; ademas de dar la
férmula para la superficie de un circulo estudian qué es medir conjuntos en general. Se
dice que plantean problemas mas generales, mas abstractos.

Y para estudiar estos problemas siguen un método especial, pero que es el
mismo que usamos cuando jugamos a las damas, al ajedrez o a otro juego
cualquiera: decir cuales son las piezas del juego, dar reglas para usarlas, y luego
moverlas sin hacer trampas. Esto basta para dar una idea de lo que es el famoso
metodo axiomatico. Al usarlo lo entenderemos mejor; veremos que los axiomas son
como las reglas del juego, que razonar es como mover las piezas y que los teoremas
nos dicen cual es el efecto de hacer varias jugadas.

Para usar este método fue indispensable poder decir las cosas de manera que no
pudiese haber confusiones. Todas las palabras debian ser definidas con exactitud, todos
los razonamientos debian ser claros, evidentes. Eso obligé a introducir simbolos
especiales ( como se hace también para describir una partida de ajedrez ) para poder
resumir en forma sencilla y exacta lo que iba diciendo, y la verdad es que, recién
cuando se empezaron a usar simbolos de todas clases, pudo la Matematica ir méas alla
de lo que habian descubierto los griegos y otros pueblos e la Antigliedad. Los simbolos



y formulas no tienen ninguna virtud magica o misteriosa, simplemente permiten decir
en un renglén cosas que llenarian paginas. Pero solo gracias a esos resimenes perfectos
que son las formulas pudieron los hombres pensar en cosas cada vez mas complicadas
sin hacerse un embrollo de ideas. Este método y este lenguaje matematico han
resultado para las demés ciencias tan importantes como los mayores descubrimientos.
En efecto, el lenguaje que aprendemos tan trabajosamente en nuestra infancia, y que
es lo primero que nos diferencia totalmente de los animales , se fue creando cuando las
necesidades del hombre eran sencillas y sus ideas del mundo limitadas e ingenuas.
Mano, dolor, mama, uno, muchos, son palabras que existen en todos los idiomas y que
comprendemos desde muy temprana edad. Con palabras como ésas el hombre se las
arregld durante muchos milenios para describir lo que veia y sentia, para dar
explicaciones e instrucciones simples, y hasta para crear el arte literario.

Cierto es que pronto empezaron las confusiones y se vio la necesidad de definir
ciertos términos practicos , como las unidades para medir y pesar, o los deberes y
derechos de los individuos. Aqui se empezd a notar que algunas definiciones eran
faciles de darse a gusto de todos, pero muchas, no ( crimen, libertad, tirano), y algunos
conceptos no producian mas que interminables discusiones filoséficas ( bien, ser,
materia, infinito ). Pero a pesar de esto, el lenguaje ordinario era suficiente para todos.

La cosa empez6 a cambiar hace apenas unos 300 afios: sin duda el ejemplo méas
importante de la necesidad de un nuevo lenguaje fue la explicacion del movimiento
de los planetas que dio la teoria de Newton. Sin el lenguaje matematico la teoria de
Newton no podria haberse hecho y nuestra civilizacion basada en la ciencia no
existiria. Las leyes de la Mecanica no se pueden expresar de la manera a que estamos
acostumbrados en nuestra vida cotidiana, sino por formulas matematicas.

Ahora ya no nos llama la atencion que los hombres estudien y usen cosas que
nada tiene que ver con la experiencia comun, como por ejemplo los atomos, los genes,
las galaxias, o cosas que por su complicacién parecian inatacables, como la vida, la
inteligencia, la sociedad, o que requieren una precisiéon mucho mayor que la de la mano
o el ojo, como los satélites, las computadoras, los microscopios, la television.

Todo esto ha resultado de razonar, de usar el pensamiento
Pero con el lenguaje comin no es posible hacer los razonamientos
complicadisimos y rigurosos que hacen falta para descubrir las ondas de la radio o la

energia atdbmica. Para eso fue preciso usar la Matematica: ciencia y lenguaje de la
ciencia

Oscar Varsavsky
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CAPITULO 1
NOCIONES ELEMENTALES DE LOGICA MATEMATICA

Estudiaremos brevemente un lenguaje no contradictorio ni ambivalente que nos
permitird introducirnos a la Matematica: la Logica Matematica, que estudia las leyes
que regulan el razonamiento.

Por fines didacticos la dividimos en:

a) logica proposicional
b) logica funcional

1.1 LOGICA PROPOSICIONAL

En la logica proposicional consideraremos dos elementos basicos:
Proposiciones, Conectivos.

1.1.1 Proposiciones :
Son “frases” sobre las cuales podemos decidir, univocamente, sobre la
verdad(V) o falsedad(F) de ellas.

Asi entonces, una proposicion es una frase que es V o F, no existiendo la
posibilidad de obtener ambas decisiones conjuntamente (Principio del tercero excluido).

Las proposiciones las denotamos por letras minudsculas p, g, r, etc. , que
resumiran, en si mismo, el significado particular que tengan al interior de una situacion
concreta.

Ejemplo:
1) “p” resumird, al interior de éste ejemplo, a la proposicion : “Hoy es Martes
10 de Mayo“, y denotamos p: “Hoy es Martes 10 de Mayo”

2) Las siguientes “frases” son proposiciones:
g:Xx+4=9y x=5 (esV)
r: Si X es un namero real, entonces su cuadrado es no negativo (es V)

Observacion :
No son proposiciones los interrogativos y los imperativos

1.1.2 Conectivos

Simbolos que, junto con las proposiciones basicas, nos permiten crear nuevas
proposiciones; son :

~ :selee “no”

A se lee “y”

v :se lee “y/o”

=:selee “...implica..” 6 *“si,...entonces, ......

< 1 se lee ““ ... equivalente con ....”

UNIVERSIDAD DE SANTIAGO DE CHILE
FACULTAD DE CIENCIA - DPTO. DE MATEMATICA Y C.C. 1
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Observacion:
El conectivo “~ ” se usa antes de una proposicion, y los restantes conectivos se
usan entre dos proposiciones.

Ejemplo :
Sip, g, r son proposiciones, entonces también son proposiciones:
D-~p 2) pAQ 3) pvq 4 p=q
B)peg 6 pal@vn N[=p)a@vn]=4

1.1.3 Tablas de verdad

Las proposiciones compuestas, es decir, aquellas que contienen al menos un
conectivo, tienen, naturalmente, un valor veritativo, y para las proposiciones
compuestas basicas ese valor veritativo lo damos en las siguientes “tablas de verdad”:

1.1.3.1 Tabla de verdad de la negacion (~)
Dada la proposicion basica " p" , existe la negacion de ella, denotada ~ p, que

se lee “no p”, proposicion que tiene la siguiente tabla de verdad.

P ~p
\ F
F \Y

Observacion:
Es claro que el valor veritativo de ~ p es el contrario de p

Por ejemplo, si "p" es: p:“ Hoy llueve “, entonces ~ p es:~ p: “ Hoy no llueve “;

1.1.3.2 Tabla de verdad de la conjuncién ( A)
Dadas las proposiciones "p", "q", existe la conjuncion de ellas, denotada

pAQ,queselee “pyqg”, proposicion tal que su tabla de verdad es:

pPAq

nni< i <|o
<Nl

mmm<| >

Observacion:
La conjuncion es verdadera sélo si las proposiciones que la componen lo son.

1.1.3.3 Tabla de verdad de la disyuncion ( v)

Dadas las proposiciones" p","q", existe la disyuncion de ellas, denotada p v q
que se lee “p 0 ", proposicion tal que su tabla de verdad es:

UNIVERSIDAD DE SANTIAGO DE CHILE
FACULTAD DE CIENCIA - DPTO. DE MATEMATICA Y C.C. 2
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nni< <o
< niLla

<K< <

Observacion:

1) La disyuncion es verdadera siempre, menos cuando las proposiciones que
la componen son ambas falsas.

2) La disyuncion presentada es incluyente, es decir, admite como verdadera a
la proposicion cuando ambas proposiciones que la componen lo son, sin
embargo, si deseamos la disyuncion excluyente, la denotamos pv g

1.1.3.4 Tabla de verdad de la implicacion (=)

Dadas las proposiciones "p", "q",existe la implicacion de p con q,
denotada p=q, que se lee “p implica q” 0 “si ocurre p, entonces ocurre q”,
proposicion tal que su tabla de verdad es:

p q P=4
v v v
v F F
F Vv v
F F v

Observacion:
La implicacion es verdadera siempre, menos cuando el antecedente es verdadero
y el consecuente es falso.

1.1.3.5 Tabla de verdad de la equivalencia (<)
Dadas las proposiciones "p", "q",existe la equivalencia de p con q,

denotada p < q, que se lee “p equivalente g” ¢ “ p si y solo si q”, proposicion tal que
su tabla de verdad es:

p q Peq
Vv v v
v F F
F v F
F F v

UNIVERSIDAD DE SANTIAGO DE CHILE
FACULTAD DE CIENCIA - DPTO. DE MATEMATICA Y C.C. 3



MATEMATICA GENERAL 10.052, HERALDO GONZALEZ S.

Observacion:
Resulta natural que la equivalencia sea verdadera cuando las dos proposiciones
que la componen tienen el valor el mismo valor veritativo:

Ejemplo :

1) Determine el valor veritativo de: ~(pAg) < [(~ p)v (~ q)]
Solucion :

Su tabla de verdad es:

PlalpPrd[~(prg) | ~P[~a[pvEad)[~(prg)e[-p)v(~q)
VI V] Vv F F | F F Y,
V | F| F Y, F |V Y, Y,
F V]| F Y, V | F Y, Y,
FIF| F Y, V |V Y, Y,

2) Determine el valor veritativo de: [p A (qv r)]=r

Solucion :
Su tabla de verdad es:

p a ] r avr | pa(@vn) | [pa@vn]=r
V | V | V Vv Vv Vv
Vv | V| F v vV F
Vv | F | V v Vv Vv
Vv | F | F F F V
F | vV | V v F Vv
F | v | F Vv F Y,
F F | v v F V
F F | F F F Vv

Observacion :
En el ejemplo anterior, dado que consideramos tres proposiciones basicas, el
total de variaciones de tres elementos, cada uno con respuestas dicotdmica (grupos con

tres elementos donde interesa el orden) es 2° = 8. Si son 4 las proposiciones bésicas
entonces el total de variaciones, en estas condiciones, es 2* =16.

1.1.4 Tautologia, Contradiccion, Contingencia
1.1.4.1 Tautologia
Definicion
Una proposicién compuesta que siempre es verdadera, es una tautologia.
Una tautologia la denotamos por 1.

Ejemplos :
1) Demuestre que: pv (~ p) es tautologia.

UNIVERSIDAD DE SANTIAGO DE CHILE
FACULTAD DE CIENCIA - DPTO. DE MATEMATICA Y C.C. 4
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Demostracion:

Debemos encontrar su tabla de verdad y verificar que siempre es verdadera:

Notamos que si “p” significa, “Esta sala tiene 40 alumnos” entonces
p v (~ p)significa “Esta sala tiene 40 alumnos o no tiene 40 alumnos”, lo que siempre

verdadero.

P =P pv(~p)
Vv F Vv
F V] Vv

2) Demuestre que: ~ (~ p) < pes tautologia.

Demostracion:

Su tabla de verdad es:

p ~p ~(~ p) ~(~p)ep
Y, F Vv Vv
F Vv F Vv

3) Demuestre que: {p = [(q A (~ q)]}= (~ p)es tautologia

Demostracion:

Su tabla de verdad es:

Pl A | ~9 ] agn09 [p=[ga-9)]| P |~Cpep
VI V]F F F F Vv
V] F [V F F F Vv
FIV]F F Y Vv Vv
FIF [V F Vv Vv Vv

Esta proposicion se llama “método de demostracion por reduccion al absurdo”

1..1.4.2 Contradiccién

Definicién

Una proposicion que siempre es falsa, es una contradiccion.

contradiccion la denotamos por 0.

Ejemplo.

Demuestre que p A (~ p)es una contradiccion.

Demostracion

Debemos encontrar la tabla de verdad de la proposicion y verificar que siempre es falsa

P - P PA(=P)
v F F
F v F

UNIVERSIDAD DE SANTIAGO DE CHILE
FACULTAD DE CIENCIA - DPTO. DE MATEMATICA Y C.C.
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1.1.4.3 Contingencia
Definicion
Una proposicion que no es tautologia ni contradiccion se llama contingencia.

Ejemplo:
Demuestre que [p A (qv r)]= r es una contingencia

Solucion:
Su tabla de verdad es:

p q r qvr pA(@vr) | [pa(@vr)]=r
V V \Y/ \Y V V
V V F V V F
V F V V Vv Vv
\Y/ F F F F V
F Vv Vv Vv F Vv
F \Y, F V F V
F F Vv Vv F Vv
F F F F F Vv

Concluimos que [p A (qv r)]= r es una contingencia.

1.1.5 LEYES FUNDAMENTALES DEL ALGEBRA DE PROPOSICIONES

Identidad

Idempotencia

Involucion

Complemento

Conmutatividad

Asociatividad

Distributividad

pals p pvOos p
pArO< 0 pvis |
PAp <P pvp<p
~(~p) = p

~0< 1 ~1<0
pAr(=p)<=0 pv(=p)el
PAQ<S QAP pvge=qvp
pAr(@ar) e (pag)ar
pv(vre(pvavr
pA(@vr) < (pag)v(pAr)

UNIVERSIDAD DE SANTIAGO DE CHILE
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pv(gar) < (pva)a(pvr)
De Morgan ~(prg)=(=p)v(~q)
~(pva)= (-p)a-q)
Observacion.
Una ley fundamental, muy importantees: (p=q) < ((~ p) v Q)
Ejemplos:
1) Si definimos V y Acomo: pVg=(~p)A(~Qq):pAg=(~p)Vv(~0Q),
demuestre, sin usar tablas de verdad que:
a) pVpe ~p
b) prg< ~(pAg)
c) pva<e ~(pVva)

Demostracion:
a) pvVpe (mp)Aa(=p) e ~p

b) ~(pAg) & ~ [P v(-0)]e ~(=p)A~(~9) < pAag
c) ~(pvg) e ~[-PMA9)]e ~(=p)v~-(-q) < pvy

2) Sin usar tablas de verdad, demuestre que: p v [(~ p) A q] S pvq
Demostracion:

pv[~pradle[pvplalpvaletia[pvale pvg

3) Demuestre que: p = (p Vv q) es una tautologia
Demostracion:

[p=(pvale~pvipvalel-pvpvaelvgel

4) Demuestre que: [p Ap= q)] = (] es una tautologia
Demostracion:

{brp=a)]=ale ~prap=a)lvae ~palp)va)iva

s{=pv ~[=pvalivae{=pvipa-a]ivg

UNIVERSIDAD DE SANTIAGO DE CHILE
FACULTAD DE CIENCIA - DPTO. DE MATEMATICA Y C.C. 7
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etlEpvolalepvEalivae I vEa]iva
slEpvEglvae =pviEagvae-pyviel

5) Demuestre, sin usar tablas: {{(pAq)vrla~qlvge (rva)
Demostracion
iprayvrh~alvas {(prga~alv(ra~a}va
s {pa@r~alvra~agiva
= {{pA0]v(ra~a)vg
& {0\/ (ra~ q)}vq
< (rA~ag)vq
< (rva)a(~qva)
S(rvgalervg

1.2 Logica Funcional
1.2.1 Cuantificadores

Consideramos la siguiente frase: “x es un nimero par”. Claramente esta frase no
es proposicion; es una formula proposicional y la denotamos por p(x) :*x es un numero

par”.
¢Como transformar una férmula proposicional (FP) a proposicion?
1) Reemplazando ”x” por un elemento determinado de un conjunto
especifico D, llamado Dominio de la variable x. Asi, si para esta FP, D es el

conjunto cuyos elementos son: 1,2,3,4, entonces:

p(d) : 1esun ndmero par, que es una proposicion, ya que p(1) es falso.

p(2) : 2 es un numero par, que es una proposicion, ya que p(2) es verdadero.

2) Anteponiendo a la FP un simbolo que responde a la pregunta ¢Cuéntos
elementos de D verifican p(x)?
Estos simbolos, llamados Cuantificadores, son:
Vv :significa : “todos”
3 :significa : “algunos”

3! : significa : “un anico”

UNIVERSIDAD DE SANTIAGO DE CHILE
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Ejemplo:
1) Vv x de D: p(x)se lee: “todos los elementos de D son numeros pares” y ,

claramente es una proposicion, ya que es falsa.
2) 3dx de D: p(x)se lee: “algin elemento de D es un numero par”, y €s una

proposicion, ya que es verdadera.
3) 3! x de D: p(x)se lee: “un Unico elemento de D es un ndmero par”, y

claramente es una proposicion, ya que es falsa.

Observacion:
Adelantandonos, escribiremos: vV x € D:p(x) en lugar de V x de D : p(x)

1.2.2 Leyes de la cuantificacion.
Se cumple:
1) ~[Vxe D:p(x)]<= 3 x € D:~ p(x)

2) ~[3xe D:pX)] =V x € D:~ p(x)
Demostracion:
1)
Si ~[VX € D:P(x)] esVentoncesV x € D:p(x) esF,luego3 x € D:~p(x)esV

Si~[Vx e D:P(x)] esFentoncesVx € D:p(x) esVdedonde3 x € D:~ p(x)esF
Por lo anterior concluimos que ~ [v X e D :p(x)]<:> 3 x € D:~p(x) es tautologia

2)
Si~[3x eD:P(x)]esV=3x € D:p(x) esF =V x € D:~p(x)esV

Si~[3x e D:P(x)]esF=3x e D:p(x) esV =V x € D:~p(x)esF
Asi entonces: ~[3 x € D:p(x)]< V x € D:~ p(x) es una tautologia

Ejemplo:
Se define, para los conjuntos A y B, la nocion de “subconjunto”, denotado:
AcBcomo:AcB <[V x: x € A=xe B]

Determine en que condiciones A no es subconjunto de B

Notacion: ~(AcB)=A«B
Solucion:
Como AcB < [¥ x: x € A= xe B] entonces:
AgzBe~[v x: x ¢ Avxe B]
< IXxi~(xgAvx e B)
&SI XixeAaxeB

UNIVERSIDAD DE SANTIAGO DE CHILE
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CAPITULO 2
NOCIONES BASICAS DE TEORIA DE CONJUNTOS

2.1 Nociones primitivas
Consideraremos tres nociones primitivas: conjunto, elemento y pertenencia

Conjunto :
Coleccion, grupo de objetos o cosas. Por ejemplo, el conjunto formado por los
“objetos” 1, a, casa.

Denotaremos a los conjuntos con letras mayusculas A, B etc., asi, A es el
conjunto formado por los elementos: 1, a, casa.

Elemento :
Cualquier objeto o cosa en el conjunto. Los denotamos con letras minUsculas y
al elemento genérico lo denotamos X.

Pertenencia :

Denotado por el simbolo e relaciona las dos nociones primitivas anteriores. Si
el elemento 1 esta en el conjunto, anotamos: 1 € Ay se lee: “el elemento 1 pertenece al
conjunto A” o simplemente “1 esta en A”.

Si el elemento x no pertenece al conjunto A, denotamos: X ¢ A.
Conjuntos por extension y por comprension

Un conjunto esta descrito por extensién cuando exhibimos a todos sus
elementos encerrados en un paréntesis de llave, asi por ejemplo, A={2,3,4}.

Un conjunto estéd descrito por comprension cuando declaramos una propiedad
que la cumplen solo y solo los elementos del conjunto, por ejemplo, el conjunto A
={2,3,4} escrito por comprension es: Az{X/Xe N /l<x<5}. Naturalmente que

también podemos anotarlo: A ={x/xeN/2<x<4}, A={x/xeN/l<x<4}, 6
A={x/xeN/2<x<5}etc.
2.2 lgualdad de conjuntos
Definicion:

Sea A y B conjuntos, decimos que A es subconjunto de B, lo que anotamos
A c Bsiy solo si “todos los elementos de A son también elementos de B”

AcB o [vx:xe A= xeB]

UNIVERSIDAD DE SANTIAGO DE CHILE
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Ejercicios:

1) Demuestre que: Ac A VA (propiedad refleja)
Demostracion:

Como: Vx:xe A= xeA,concluimosque Ac A

2) Demuestre que: [Ac BABcC]= AcC VA, B,C (transitividad)
Demostracion:
[AcBABcC|=[vx:xe A= xeB]|a[Vx:xeB= xeC]

=>VVX:XeA=>xeB=xeC(C,
de donde AcC

Observacion:
A no es subconjunto de B, lo que denotamos A« B si y solo si “existe algin
elemento en A que no esta en B” es decir:
AzBe Ix:xe AaxegB

Definicion:

Decimos que los conjuntos A 'y B son iguales, lo que denotamos A = B si y sélo
si “todos los elementos de A son elementos de B y todos los elementos de B son
elementos de A, es decir:

A=B < [Vx:xe A= xeB]a[vx:xeB=xec Al AcBABCA

2.3 ALGUNOS CONJUNTOS IMPORTANTES:

1) Conjunto vacio
Sea A un conjunto, entonces {x/ XeAAXg A} €s un conjunto que no tiene

elementos, lo anotamos 0, vy es el conjunto “vacio de A”.

Proposicion:

0,cA VA
Demostracion:

La realizaremos por reduccion al absurdo

Supongamos que 0, no es subconjunto de A, entonces Ix:Xe0, A X A,
esto constituye una contradiccion ya que el conjunto 0, no tiene elementos, entonces

debe ocurrirque 0, c A.

Proposicion:
0,=0, VAB

UNIVERSIDAD DE SANTIAGO DE CHILE
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Demostracion:
Se debe demostrarque 1) 0, 0, vy 2) 0, <0,
1) Asi es, ya que si no es cierto, es decir, si 0, no es subconjunto de 0, debe
existir al menos un elemento que pertenezcaa @, y quenoestaen 0, ; estoes
una contradiccion, por loque 0, 0,
2) De manera analoga, 0, <0,
Por 1) y 2) concluimos que 0, =0,

Observacion:
Como todos los “vacios “ son iguales, denotamos simplemente: 0

2) Conjunto Unitario
Es aquel conjunto que tiene un unico elemento. Se lee como, el unitario del
elemento.

Ejemplo:
A={x/xeN,3<x<5}={4} se lee “el unitario del 4”

Conjunto Universal U

Se puede demostrar que no existe un conjunto universo que contenga a todos los
conjuntos (Paradoja de Russel), en cambio existe un conjunto universo de referencia,
denotado U. Asi por ejemplo, para los conjuntos A={234}, B={246,9], el

conjunto universal podriaser U = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}

2.4 OPERACIONES CON CONJUNTOS
2.4.1 Uni6n de conjuntos
Definicion:
Sean Ay B conjuntos en U, definimos la unién de A con B, denotada AU B
que se lee “A union B” como el conjunto tal que:
AUB={x/xeAv xeB}

Observacion
1) Enun diagrama de Venn-Euler tenemos

UNIVERSIDAD DE SANTIAGO DE CHILE
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2) XePuQ=xePvxeQ
XeMvxeN=xeMuUN

Propiedades:

1) AUA=A VYAeU (ldempotencia)
2) AuUB=BUA VA BeU (Conmutatividad)

3) (AUB)UC=AU(BUC) VA B,C eU (Asociatividad)
4) Aug=A , AuU=U :VAeU
5) AcB=>AUB=B

Demostracion:
1) Se debe demostrarque: a) AUACA y b) AcAUA
a) Sea xe AU A, debemos demostrar que X e A. Veamoslo
XeAUA=xeAvxeA=xeA,luego AUACA
b) Sea xe A, debemos demostrar que xe AU A

xeA=>xeAvxeA=>xeAUA,luego ACAUA

2) Se debe demostrar que:a) AUBcBUA y b)) BUACAUB
a) Sea xe Au B, debemos demostrar que xe B U A

XeAUB=> xeAvxeB=>xeBvxeA=xeBuUA dedonde
AUBcBUA

b) Sea xeBu A, debemos demostrar que xe AU B
XeBUA= XeBvxeA=xeAvxeB=xe AuUB dedonde

BUAcCAUB

Pora)yb) concluimosque AuB=BuUA
Notemos el uso de la tautologia: p< qv p

3) Por demostrar que: a)(AUB)UC c Au(BUC)y
b) AUBUC)c(AuB)UC

a) Sea xe(AUB)uUC, debemos demostrar que xe AU (B UC)

xe(AUB)UC=xe(AUB)vxeC=(xeAv xeB)vxeC
= xeAv(xeBvxeC)=xeAvxe(BuC)=xecAu(BuUC)

UNIVERSIDAD DE SANTIAGO DE CHILE
FACULTAD DE CIENCIA - DPTO. DE MATEMATICA Y C.C.

13



MATEMATICA GENERAL 10.052, HERALDO GONZALEZ S.

Concluimos que (AUB)uUCc AuU(BUC)
b) Sea xe AuU(BuUC), debemos demostrar que xe(AUB)UC
xe AU(BUC)=xeAvxe(BuC)=xeAv(xeBvxeC)
= (xe AvxeB)vxeC=xe(AUB)vxeC=xe(AUBUC)
Concluimos que Au(BUC)c(AUB)UC
Por a) y b) obtenemos (AUB)uUC=AuU(BUC)

Usamos la tautologia : (pvg)vr=pv(qvr)

5) Se debe demostrar quea) AUB<cB y que b) BCc AuB
a. Sea xe Au B, debemos demostrar que x € B

xeAuB=xeAv xeB. Si xe A= xeB (por hipdtesis
AcB)

Si xe B= x e B esto indica que en todo caso x € B, de donde
AuBcB

b. Sea xeB=xecAvxeB=xcAuUB, asi Bc AuB

Pora)yb): AcB=AuB=B
En la parte b) de la demostracion usamos la tautologia: p=qv p

2.4.2 Interseccién de conjuntos

Definicion:
Sean A y B conjuntos en U, definimos la interseccion de A con B, denotada
ANnB, que se lee “A interseccion B” como el conjunto tal que:

AnB={x/xeAAxeB}

Observacion:
1) En un diagrama de Venn-Euler tenemos

A B

ANB

UNIVERSIDAD DE SANTIAGO DE CHILE
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2) XePNQ=xePAxeQ
XeMAxeN=>xeMnN

Propiedades:

1) AnA=A VAeU (ldempotencia)
2) AnB=BnA VA BeU (Conmutatividad)

3) (AnB)nC=An(BNC) VA B,CeU (Asociatividad)
4) Ang=¢ , AnU=A; VAeU
5 AcB=AnB=A

Demostracion:

1) Se debe demostrar que:a) ANACA y b) AcANnA
a) Sea xe An A, debemos demostrar que x € A. Veamoslo
XeANnA=xeAarxeA=xeA,luego ANACA
b) Sea xe A, debemos demostrar que xe AN A
XeA=>xeAarxeA=>xeAn A, luego AcANA
Por a) y b) concluimos que AN A=A

Notemos el uso de la tautologia: p< pA p

2) Se debe demostrar que:a) ANBcBNA yb) BNAcCANB
a) Sea xe A B ,debemos demostrar que xe B A
XeAnNB=xeAArXxeB=xeBAxeA= xeBn A dedonde
ANnBcANnB
b) Sea xe B A, debemos demostrar que xe AN B
XxeBNnA=xeBAaxeA=xeArxeB= xeAnB dedonde

BNAcCcANB
Pora) y b) concluimosque AnB=BnA
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Notemos el uso de la tautologia: pAgq<qap
3) Por demostrar que: a) (AnNB)nCc An(BNC)y
b) An(BNC)c(AnB)NC
a) Sea xe(AnB)nC, debemos demostrar que xe An(BNC)
Xe(Am B)mC:Xe(Am B)AXEC:(XEA/\XGB)/\XEC
=>XxeAr(xeBarxeC)=(xeAaxeB)axeC
=>xe(AnB)AxeC=xe(AnB)nC

Concluimos que (AnB)NCc An(BNC)

b) Sea xe An(BC), se debe demostrar que xe (AN B)NC
XeAm(BmC):XeA/\Xe(BmC):XeA/\(XeB/\XeC)
=(xeArxeB)axeC=xeAnBAxeC
=xe(AnB)nC
Concluimos que An(BNC)c(AnB)NC
Por a) , b) se deduce que An(BNC)=(AnB)nC

4) Debe cumplirse que AN ¢ =¢ yaque si no esasi, es decir, si AN¢ = ¢ entonces
existe al menos un elemento en AN ¢ . Esto constituye una contradiccion dado que el

conjunto vacio no tiene elementos.

5) Queda propuesto
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2.4.3 Diferencia de conjuntos
Definicién:

Sean A y B conjuntos en U, definimos la diferencia de A con B, denotada

A—B, que se lee “A menos B como el conjunto tal que:

A-B={x/xeAnxgeB}
Observacion:

1) Enun diagrama de Venn-Euler tenemos:

A B U

A-B

2) xeP-Q=>xePAxgQ
XeM AXxgN=xeM-N

3) En general, la diferencia no es idempotente, es decir, A— A= A
En general, la diferencia no es conmutativa, es decir, A-B=B - A

2.4.4 Complemento de un conjunto
Definicion.

Sea A un conjunto en U, definimos el complemento de A, denotado A®,

que se lee “complemento de A”, como el conjunto tal que:
AC ={X/X¢A/\XEU}

Propiedades.
1) (A%)® =A,VAeU
2) US=9¢
3) ¢° =U
4)AcB=B¢ c A®

Demostracion.

1) Debemos demostrar: a) (A)¢ c A, b) Ac (A®)®
a) Sea xe(A®)°, por demostrar que x e A

UNIVERSIDAD DE SANTIAGO DE CHILE
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xe(A%)® = xe A® = xe A asi,(A°)° c A
b) Sea x e A, por demostrar que x e (A%)€

xe A= x¢ A® = xe(A%)°, asi, Ac (A®)©
Por a) y b) concluimos que (A®)° = A

2) y 3) son inmediatas
4) Sea xeB°, debemos demostrar que x € A® si Ac B

xeB® = x¢B,como Ac B entonces x ¢ A de donde xe A®

2.4.5 PROPIEDADES COMBINADAS

1) A-B=ANB°
ANA® =¢

AUA® =U

2) Distributividades
An(BuC)=(AnB)u(ANC)
Au(BNC)=(AuB)n(AULC)

3) Leyes de DeMorgan
(AUB)® = A® NB®
(AnB)¢ = A® UB®

Ejemplo
Ujsango propiedades de las operaciones de conjuntos demuestre, justificadamente:
[(AnB®)® —(AUB)*|U(ANB) =B
Demostracion
[(A~B®)® —(AUB)®|U(ANB) =|(AnB®)® N (AUB)|U(ANB)
—|(A° UB)~(AUB)|U(ANB)
=|(A° A A)UBJU(ANB)
=(@puUB)U(ANB)
=BU(AnB)=B
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2.4.6 CARDINALIDAD

La Teoria de Conjuntos es la base tedrica para explicar algunos fenémenos, en
particular los aleatorios y alli nos interesa contar la cantidad de elementos en un
subconjunto determinado.

Aceptaremos la siguiente afirmacion.

“ Si A'y B son conjuntos disjuntos entonces la cantidad de elementos que tiene la unién
de tales conjuntos es igual a la suma de la cantidad de elementos de los conjuntos”

Simbolicamente, si denotamos por n(M) la cantidad de elementos del conjunto
M entonces
AN B=¢entonces n(Au B)=n(A) +n(B)

Observacion.
Se puede demostrar (lo que queda propuesto) que:

a) Si AyB son conjuntos entonces: n(Auw B)=n(A) +n(B)—n(AnB)

b) Si AyBson conjuntos entonces: n(A~B)=n(A) - n(An B)

Ejemplo.

En una escuela, 150 alumnos han rendido 3 examenes. De ellos, 60 aprobaron
el primero, 70 el segundo y 50 alumnos el tercer examen; 30 aprobaron los dos
primeros,25 el primeroy el tercero, 15 el segundo y el tercero, ademas, 10 alumnos
aprobaron los 3 examenes:

¢ Cuantos alumnos

a) aprobaron ningln examen?
b) aprobaron sélo el primer examen?
c) aprobaron s6lo dos examenes?
d) aprobaron sélo un examen?
Solucion.
Consideremos los siguientes conjuntos.

A= {alumnos que aprueban el primer examen}

B {alumnos que aprueban el segundo examen}
C = {alumnos que aprueban el tercer examen},

entonces los datos se pueden expresar como sigue:
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n(A)=60,n(B)=70,n(C) =50, n(An B)=30,n(AnC)=25,n(BC)=15
n(An BN C)=10, ademés, n(U) =150, con U = { alumnos que rindieron examen }

Solucién.
a) Sepide n(A° "nB® nC°%)

Como  n(A° AB® ~C®)=n|(AUBUC)®|=nU)-n(ALBULC) y
ademas

n(AuBuUC)=n(A)+n(B)+n(C)-n(AnB)-n(ANC)-n(BNC)+n(AnBNC)
=60+ 70+50—-30—-25-15+10=120entonces

n(A° "B nC®)=150-120=30

b) Se pide n(AnB® NC°®)
n(ANB® AC®)=n[An(BUC)® |=n(A)-n[An (B UC)]

=n(A)-n[(AnB)U(ANC)]=n(A)-[n(AnB) +n(ANC) -n(An BN C)]
=60 - (30+25-10) =15

¢) Sepide n(ANBACC)U(ANCABS)U(BACAAS)
n(ARBAC®)U(ANC ABC)U(BACAAS)|
—n[(AABACC)U(ANC ABS)U(BAC A AS)]
=n(ANBNC)+Nn(ANCNB®)+n(BNC N A°)-n(g)-n(g) —n(4) +n(g)
Como n(ANBNC®)=n(AnB)-n(AnBNC)=30-10=20,

analogamente obtenemos n(ANCNB®)=15n(BNCNA%)=5, de
donde

(ARBAC®)U(ANC ABC)U(BACAAS)=20+15+5=40
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d) Sepide n(AuBUC)

e) Sepide nl(ANBS ACC)U(BAAS ACC)U(CAS ABS)]
n[(ARBS AC®)U(BAAS ACC)U(C A AS ABS)]
=n(ANB® NnC®)+n(BNA® NnC®)+n(C nA° "B®) - n(g) —n(p)
—n(¢) +n(g)
Como n(AnNB® nC®) =15, ( problema b)) y procediendo analogamente
obtenemos n(B N A nC¢)=35,n(C n A® " B®) =20, de donde
nl(Am B "CYUBNA® nC®)u(CnA® mBC)J:15+35+20=70

Observacion.

Usando un diagrama de Venn-Euler podemos solucionar el problema planteado:

30

El diagrama se construy6, iniciando el “llenado” desde el centro, es decir,
desde

n(An BN C). Notemos que se puede leer inmediatamente que n(B n A® " B©)=35
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2.4.7 Ejercicios propuestos
1) Indique el valor veritativo de las siguientes proposiciones:
a) Todo namero natural es mayor que 2

b) (VxeR)@yeR):xy>0

c) 3IxeN:x?>100

2) Use tablas de verdad para clasificar las siguientes proposiciones como: Tautologia,
Contradiccién o Contingencia

a) [(pva)=ql=(-pva)
b) (p=a)=[(pAr)=(qAaT)]
c) ~[~p=ar~(pra)]rg

d [(p=gA@=n]=(p=r1)

3) Demuestre mediante Algebra de proposiciones:
a) [(pva)r~ple(-pnaa)
b) [~(pva)v(~pag]e~p

o) [p=@an]el(p=aA(p=r)]

4) Usando los datos proporcionados en cada caso, obtenga el valor veritativo pedido:

a) Si se sabe que: pagesV y ademas r A p es F, determine el valor de
(rvg)=(rAq) Resp.F

b) Sabiendo que: p=q esF, r A p esF, determine el valor veritativo de
i) p<r Resp.F

ii) ~[pA(~1)] Resp.F

c) Delafalsedad de (p=~q)v (~r=5s) deduzcael valor veritativo de
i) (~ pA~0) v (~0q) Resp. F
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ii) [(~rva)agle[(~qvr)as] Resp.F
i) (p=>r=[(pva)A(~q)] Resp.V

5) Si p<¥q significa “ ni py ni q” ¢Cuales de las siguientes proposiciones son
tautologias?
a) [(pla)dalp]e(pva)
b) ~(pra)=pilg
) (pYa)=~(pva)
d) ~(pYa)=pvg

6) Sabiendo que la proposicidon compuesta ~ pv[q:>(~ rv~s)] es verdadera,

determine el valor de  verdad de [~ p= (~rv g)]vs Resp.V

7) Demuestre que cada uno de los siguientes argumentos es valido (es decir, que la
proposicion es una tautologia) , usando el algebra de proposiciones.

a) [(p=a) Apl=qg

b) [(p=a)A(=p)]=~p

) [(p=aAr@=n]=(p=r)

d [(pva)r(-p)l=4

e) (pAg)=p , (PAg)=q

) p=(pva)

Ademas, identifique cada una de las siguientes “frases” con alguno de los
argumentos anteriores

1) José tiene un cuaderno o un l&piz , José no tiene un cuaderno , por lo tanto,
José tiene un lapiz

2) Si José gana el concurso entonces obtendrd una beca , José gand el
concurso, por lo tanto, José obtendréa la beca

3) Si José gana el concurso entonces obtendra una beca , José no obtuvo la
beca, por lo tanto, José no gand el concurso

4) Todos los monos son desordenados, luego, los monos son desordenados o
son peludos

5) Si no llueve entonces se perdera la cosecha, si se pierde la cosecha entonces
no se podra cancelar la deuda entonces , si no llueve, no se podra cancelar
la deuda

6) Ningun estudiante es ocioso y Maria es una excelente bailarina, luego,
ningun estudiante es ocioso

8) Sean: U=1{,23456,7a,b,c,d,e, f,g,h}
A={357,c,d}, B={2345,b,c,e},C={26,7,a,b,g}
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Determine:
a) (AUB®)N(C-AF°
b) (AnC)u (B-A%)°
c) las operaciones para obtener
i) {6,2,b}

ii) {7}
i) {345,c,d,e}

9) Demuestre:
a) A-B=AnB"

b) An(BuC)=(AnB)U(ANC)

c) (AnB)® =A® UB®

10) Usando Algebra de Conjuntos, verifique si:
a) (A-B)U(A-B%)=A
b) BA|(BS UAS)U(AUB)C|=B-A
0) [(AnB)U(A® ~B)U(A® AB®)|=A° LB
d A-{A-[(A-B)UA]}=A
e) [A-(AnB)]U[B-(ANB)]=¢
11) En un universo de 30 elementos se considera dos conjuntos A y B tales que:
n(AnB)=10,n(B)=18,n(B® N A)=5
Determine:
a) n(B—A) b)n(A) c¢) n(A° nB®)
Resp.a) 8 b) 15¢) 7
12) Demuestre que:

a) n(AAB)=n(A)+n(B)-2n(AnB)
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b) n((AAB)uUC)=n(A)+n(B)+n(C)-n(AnC)-n(BNC)-2n(AnB)+2n(AnBNC)

13) En un universo U se considera tres conjuntos A,B,C tales que:
ANC=¢ ,n(AnB)=5,n(A%)=25,n(C)=13,n(B - A) =15
n(BNC)=9,n(AuBuUC)=27

Determine:
a) n(B) b) n(A) c) n(U)

Resp. a) 20 b) 8 ¢) 33
14) En un universo de 45 elementos se considera tres conjuntos A,B,C tales que:
AAC=¢ ,BAC=¢, n(AnB)=4,n(C-B)=10,n[(AUBUC)®|=16
n(B-C)=12

Calcule:
a) n(A) b) n(B) c)n(B-A) d) n[(B—A)—C]

Resp.a) 11b)12c)8d) 8

15) Una encuesta acerca de las preferencias de 180 personas sobre tres marcas A, B, C

arrojo los siguientes resultados:
n[(BAC)— Al=25,n(AnB)=15,n|((An B)—C)° |=175, n(A- B) =50
n[C - (AUB)]=35,n[(AnC)-B]=20,n|(AUB UC)° |=40
Determine el nUmero de personas que:
a) compran solo B Resp. 15

b) compran s6lo dos marcas Resp. 50

c) no compran de las marcas consultadas Resp. 40
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CAPITULO 3

RELACIONES Y FUNCIONES
3.1 Definicién y ejemplos
Definicion
Sean A, Bconjuntos, definimos el “par ordenado A coma B, denotado
(A,B)como el conjunto (A, B) = {{A},{A B}}

Observacion,
Al elemento A lo llamamos “primer elemento del par ordenado” o también
“abscisa”
Al elemento B lo llamamos “segundo elemento del par ordenado” o también
“ordenada”

Ejemplo.
Es evidente que (2,3) = {{2},{2,3}} = (3,2) = {3}, {3.2}}

Definicion.
Sean A, B conjuntos, definimos el producto cartesiano de A con B denotado
por Ax B, como el conjunto tal que AxB ={(a,b)/ac AxbeB}

Ejemplo.
Si A={1,2,3}, B = {3,4} entonces:
Ax B =1{13),14),(23),(2,4),(33),(34)} , BxA={(31),(3,2),(3.3),(41),(4,2),(4,3)}

Observacion.
a) n(AxB)=n(A)-n(B)
b) En general AxB=BxA
) AxB=¢g < (A=¢)v(B=9)
d AxBzg <= (A=9)A(B=9)

Definicion.
Sean A, Bconjuntos, definimos una relacion R de AaB como cualquier
subconjunto de AxB

Observacion.
Nos interesan las relaciones que se determinan mediante cierta ley de formacion
asi, una relacion R de AaB es: Rc AxB= {(a,b)/ p((a,b))} donde p((a,b)) es una

férmula proposicional dada.

Ejemplo.

Considere los conjuntos A={1,2,3}, B =1{,2,3,4}, N ; determine por extension
las siguientes relaciones:

a) R, < AxB=/{(a,b)/a+besunnimero par}

b) Rngsz{(x,y)/x2+y2>6}
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¢) Ry NxN={(a,b)/a+2b=15}
2X+Y
d) R, = (x,y)/Tg—l:O

Solucién.
Después de realizar AxB y N x N obtenemos:
R, ={(11),(13).(2.2),(2.4),(3.),(33)}
R, =1{(13),(14),(2,2),(2.3),(2,4),(31),(3.2),(33),(3.4)}
R, = {(1,7),(36),(55),(7,4),(9,3),(11,2),(13,.1)}
R, ={(110),(2.8),(3,6),(4:4),(5,2)}

3.2 Dominio, Recorrido y Relacién inversa
Definicion.
Sea R ¢ Ax B ={(a,b)/ p((a,b))}una relacion, definimos:
a) Dominio de la relacién R, denotado Dom(R), al conjunto tal que
Dom(R) = {ae A/3b e B tal que (a,b) € R}
b) Recorrido de larelacion R, denotado Rec(R), al conjunto tal que
Rec(R) = {b e B/3ac Atal que(a,b) € R}
c¢) Relacién inversade R, denotada R, al conjunto tal que
R™ < BxA={(p,q)/(q,p) e R}

Observacion.

a) El dominio de una relacion es el conjunto formado por las primeras
componentes de los pares de la relacion.

b) El recorrido de una relacion es el conjunto formado por las segundas
componentes de los pares de la relacion.

c) Larelacion inversa de una relacion R esta formada por los pares ordenados
“reciprocos” de los pares ordenados de R

Ejemplo.
En el ejemplo anterior:

Dom(R,) = {1,2,3} , R;* ={(31),(4.1),(2,2),(3.2),(4,2),(13),(2,3),(3.3),(4.,3)}

Proposicion.
R < AxB ={(a,b)/ p((a,b))}una relacion, entonces:
a) RH™'=R
b) Dom(R)c A, Rec(R)c B
¢) Dom(R)=Rec(R™), Rec(R)=Dom(R™)

La demostracion queda propuesta
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3.3 Composicion de relaciones
Definicion.

SeanR c AxB,S < BxC dos relaciones, entonces existe la relacion compuesta
de Rcon S ,denotada So R tal que:

SoR={(x,z)/3yeBtalque(x,y) e RA(Yy,2) €S}

Ejemplos
1) Sean Rc AxB={(1a),(2,h),(3.0),(4,C)}, S<BxC={(ax)(ay)(b,y)} dos
relaciones con A={1,234,5},B={a,b,c,d,ef,C = {x,y,2,w, p}, entonces:

a) SoR={Lx),1LY),(2y)}

b) (SR)™ = {(x1),(v.1),(y.2)}

¢) R ={(al),(b,2),(c3),(c.4)}

d) S ={(x,a),(y,),(y.b)}

e) R oS™ ={(xD),(y.)),(y,2)}

2) Sean R < AxB,S < BxC dos relaciones. Demuestre que (SocR)™*=R™*oS™
Demostracién.
Debemos demostrar: a) (ScR) ™" c RS b) R*oS™* < (SoR)™
a) Sea (x,y) € (SoR)™ debemos demostrar que (X,y)e R oS™
(x,y)€(SoR) "= (y,x)eSoR
= JdmeBtal que(y,m)e RA(m,x)eS
= 3ImeBtalque(x,m)eS™* A(my)eR™
= (X,y)eR oS

b) Sea (a,b) € R™ oS debemos demostrar que (a,b) e (SeR)™
(a,b)eR*oS*=3neBtalque(a,myeS™*A(mb)eR™
= dneBtal que(b,m)e RA(m,a) eSS
— (b,a) e SoR
— (a,b) e (SoR)™

3) Sean A,B,Cconjuntos y T < AxB,S < BxC dos relaciones. Demuestre que
(RUS)oT c(ReT)uU(S-T)
Demostracion.
Sea (a,b) e (RUS) T, debemos demostrar que (a,b) € (RoS) U (SoT)
(a,b)e (RUS)oT = 3dceB tal que(a,c)eT A(c,b)eRUS

= (a,c) eT A((c,b) e Rv (c,b) €S)
= ((a,c)eT A(c,b)eR)v((a,c) eT A(c,b)eS)
= (a,b)eRoTv(a,b)eSoT
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= (a,b)e(RoT)U(S-T)
4) Sea A un conjunto y considere las relacionesR ¢ A y Id < A* ={(x,y)/x =y}

Demuestre que Rold =R
Demostracion.
Debemos demostrar que: a) Rold < R b) RcRold

a) Sea (X,z) €e Rold, debemos demostrar que (x,z) e R
(X,z2)eReold =>3ye A tal que(x,y)eld A(y,z) eR, pero
(x,y) € Idindicaque x=1y,asi, (x,z) eR

b) Sea (x,z) € R, debemos demostrar que (x,z) e Rold
Sea(x,z) e R, como (x,x) € Id entonces (x,X) € Id A(X,z) € R, de esto
altimo concluimos que (x,z) e R0 Id

3.4 Relaciones en un conjunto.
Definicion.
Sea A un conjunto. Decimos que la relacion R esta definidaen A si Rc Ax A

Definicion.
Sea R una relacion definida en A, entonces:
a) Resrelacion refleja < (a,a) e R Vae A
b) R es relacion simétrica< (a,b) e R= (b,a) e R V(x,y) eR
c) R es relacion transitiva< [(a,b) e R A (b,c) e R]= (a,c) e R V(x,y) e R
c) Res relacion antisimétrica< [(a,b) e R A (b,a) e R]= (a=b) V(x,y) eR

Observacion.
a) Denotamos R < A® enlugarde R Ax A
b) Si (a,b) e R podemos denotar aRb
c) R no esrefleja<s Ja e Atal que(a,a) ¢ R
d) R no essimétrica<> (a,b) e RAa(b,a) R
e) R no estransitivac= (a,b)e RA(b,c)e RA(a,c) 2R
f) R no esantisimétrica<> (a,b) e RA(b,a) e RA(a=Db)

Ejemplos

1) Sea A={1,23}yRc A? ={(11),(12),(21),(2,2),((13),(3.3)}
¢Es Runa relacion refleja, simétrica, transitiva, antisimétrica?
Solucion.

Como (a,a) e R Vae A entonces R es relacion refleja

R no essimétricayaque (L3) e RA(31) R
R es transitiva ya que se verifica la condicion
R no es antisimétrica ya que (1,2) e RA(2,1) € Rperol=2
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2) Sea R unarelacion en A. Demuestre: R es simétrica<> R=R™
Demostracion.

=)Si R es simétrica debemos demostrar que R = R™, es decir, debemos demostrar que
a) RcR™ b) R*cR

a) Sea (x,y) € R entonces como R es simétrica concluimos que (y,Xx) € R, asi,
por definicion de relacion inversa conseguimos (x,y) e R™, luego Rc R™
b) Sea (a,b)eR™ entonces (ha)eR y como R es simétrica entonces
(a,b)eR;asi, R*'cR
Pora)yb) R=R™*

<) Sabemos que R = R, debemos demostrar que R es simétrica.

Sea (a,b) € Rentonces (b,a)e R™, como R=R™ entonces (b,a) e R, asi, R es
simétrica.

3.5 Relacion de orden y de equivalencia
3.5.1 Relacién de equivalencia
Definicion.
Decimos que la relacion R — A es una relacion de equivalenciaen Asi y solo
si R es refleja, simétrica y transitiva

Ejemplos

1) En el conjunto de los ndmeros reales R definimos la relacion S por:
aSh < Ime Z tal quea =b-3™". Demuestre que S es una relacion de equivalencia.
Demostracion.

Debemos demostrar que: a) S es refleja b) S es simétrica c) S es transitiva

a) Como S es refleja si y sOlo si aSa Vae A , es decir, si 'y s6lo si
IdmeZtal quea=a-3"", entonces que la igualdad se verifica con
m=-1e Z, concluimos que S es refleja

b) Si aSb entonces existe meZtal que a=b-3™". Debemos demostrar que
bSa, es decir, debemos demostrar que existe m, € Z tal que b=a-3™".

Como a=Db-3"" entonces b=a-3™", de donde b=a-3™?*": si definimos

m, = —(m+ 2) € Z concluimos que bSa .

c) Si aSb AbScentonces existen m,,m, eZtal que a=b-3"" Ab=c-3™";
queremos demostrar que aSc, es decir, debemos demostrar que existe m, € Z tal
que

a=c-3™". Resulta natural reemplazar b en a=b-3™"obteniendo
a=c-3Mm".3m" = ¢.3MM E| término m, buscado es my =m, +m, +1leZ
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2) Sea R una relacion definidaen N? tal que (a,b)R(c,d) < ad = bc. Demuestre que

R es una relacion de equivalencia.
Demostracion.
Debemos demostrar que:

a) R esrefleja, es decir, (a,b)R(a,b) V(a,b) e N?
b) R essimetrica, es decir, (a,b)R(c,d) = (c,d)R(a,b)
c) R es transitiva, es decir, [(a,b)R(c,d) A (c,d)R(e, f)]= (a,b)R(e, )

a) (a,b)R(a,b) V(a,b) e N*ya que ab =ba, luego, R es refleja

b) Si (a,b)R(c,d) entonces ad =bc, si escribimos la igualdad precedente
como cb =da concluimos que, (c,d)R(a,b), asi, R es simétrica

c) Si (a,b)R(c,d) A (c,d)R(e, f)entonces (ad =bc) A (cf =de), debemos
demostrar que (a,b)R(e, f), es decir, que af =be

De la igualdad ad = bc, multiplicando por e obtenemos ade = bce, pero
por hipdtesis tenemos que de = cf , entonces, reemplazando de en ade = bce

obtenemos acf = bcede donde, cancelando, concluimos que af = be.

3) Una relacion R definida en A es circular si y solo si (aRb AbRc) = cRa

Demuestre: R es de equivalencia siy solo si R esreflejay circular
Demostracion.

=) Si R es de equivalencia debemos demostrar que R es reflejay circular

Basta demostrar que R es circular ya que R es de equivalencia

Sea aRb A bRc entonces, como R es de equivalencia, en particular es transitiva,
asi, aRb AbRc = aRc; como R es relacion simétrica entonces, de la Gltima
expresion concluimos que cRa

<) SiRes reflejay circular debemos demostrar que R es de equivalencia

Falta demostrar que R es simétrica y transitiva
Sea aRb; como R es refleja entonces bRb, asi tenemos, aRb A bRb de donde
bRa ; concluimos que R es simétrica

Sea aRb A bRc entonces, como R es circular conseguimos que cRa de donde,
aRc ya que R es simétrica, asi, R es transitiva.

3.5.2 Clases de equivalencia
Definicion.

Sea R unarelacion de equivalencia definidaen A= ¢.

Para todo x € A llamamos clase de equivalencia de x segin R al conjunto
C, también denotado x, formado por todos aquellos elementos relacionados con X, es

decir:
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x=1{y e Al yRx}
Observacion.
1) A larelacion la podemos denotar por ~ .

2) Las clases de equivalencia son no vacias, es decir, X # ¢ VxeA

3) Si a,bex entonces a~xAb~x de donde a~b, es decir, todos los

elementos de una clase de equivalencia son equivalentes entre si. Con esto
podemos representar la clase de equivalencia por uno de sus elementos.

4) x=yox~y

Definicion.
El conjunto de las clases de equivalencia seguin R se llama conjunto cuociente
de A por R. Se denota A/R

Proposicion.
Sea R una relacion de equivalencia definida en A = ¢, entonces A/R posee las
siguientes propiedades:
a) VXxeAIR,X#¢
b) xe A/IRAYye A/R,X # Yy entonces XNy = ¢

o Ux=A

xeAlR

Demostracion.
2) Supongamos XNy # ¢, entonces existe ze XNy, asi, zexazey; esto ultimo

nos indica que zRx A zRy, luego, xRy, de donde izy , esto constituye una
contradiccion ( observacion 3) asi, §m§ =¢

3) Vxe A, xex luego {xfc xc A, asi, A= Jixje [Jxc A

xeA xeAl/R

Ejemplos.
1) Sea A={ab,c}yRc A’ ={(aa),(b,b)(c.c),(b,c)(c,b)} una relacion de
equivalencia. Determine:
a) La clase de equivalencia de los elementos de A
b) EIl conjunto cuociente
Solucién.
a) a={xeAl/xRa}={a}
b={xe A/xRb}=1{b,c}

c=b
b) Elconjunto cuociente es A/R = {{a},{b,c}} y un sistema de representantes es

S ={a,b}
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2) En Z definimos la relaciéon de equivalencia R por: aRb <> a®+a=b%+b.

Determine:

a) La clase de equivalencia de los elementos de Z

c) El conjunto cuociente

Solucion.

a) 0={xeZ/XR0}={xeZ/x?+x=0}={-10}="1
1={xeZ/xR1}={xeZ/x’+x=12+1}={xe Z/x* +x-2=0}={1l,-2} =—2
2={xeZ/xR2}={xeZ/x®+x=22+2}={xeZ/x> +x-6=0/={2,-3}="3

3=—4 e, n={n,—(N+Y}=—(n+1)

3.5.3 Relacion de orden

Definicion.

Una relacion R definida en el conjunto A es una relacion de orden si y sélo si es
refleja, transitiva y antisimétrica

Ejemplos.

Son relaciones de orden las siguientes relaciones:

1) Larelacion < definidaen R

2) Larelacion c en la familia de conjuntos P(A) = {X /X < A}, A un conjunto dado

3) Larelacion R definida en N por: aRb <> a divide a b, (se puede denotar por a| b)
En efecto

Como aRb < Jk e N tal que b =ka entonces:
R es refleja ya que a| a, esto Ultimo puesto que a=1-a

R es transitiva ya que si ab A bjc entonces (3k; € N tal queb=k,a)y
(3k, € N tal quec =k,b), asi, reemplazando b en ¢ =k,b obtenemos ¢ =k,k;a ,
esto indica que alc con k,k, € N

R es antisimétrica ya que Ssi a| b A b| a entonces (3k, € N tal queb =k;a)y

(3k, € N tal quea =k,b), reemplazando b en a=k,b obtenemos a=k,k,a de
donde k,k, =1, esto nos indicaque k;, =k, =1 y entonces a="b

3.5.3.1 Conjunto parcial y totalmente ordenado

En general, una relacion de orden R definida en un conjunto A no permite
ordenar totalmente los elementos de A ya que, dados a,b € A puede suceder que no

se verifigue aRb 6 bRa, en este caso larelacién es de orden parcial.

Por ejemplo, la relacion de orden anterior es de orden parcial ya que, por
ejemplo, 2 no divide a 3.
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Definicion.
Una relacion de orden R definida en el conjunto A es de orden total si
a,b € A entonces aRb o bRa

Ejemplo.
En N definimos la relacion T por: aTb < 3ne N tal quea” =b

a) Demuestre que T es una relacién de orden
b) ¢Es T un orden total?
Solucion.

a) Para que T sea una relacién de orden debe cumplir:
i) aTa Yae N Refleja
i) [aTb AbTc]= aTc Transitiva
iii) [aTb AbTa]= a=Db Antisimétrica
i) aTayaque a'=a, 1leN
ii) Si aTb AbTc entonces existen n,me N tal que a" =b y b™ =c; debemos
demostrar que existe pe N tal que a® =c.
Reemplazando b=a" en c¢=b"obtenemos c=(a")" =a™, con
p=nme N secumple.
iii) Si aTb AbTaentonces existen n,me N tal que a"=by b" =a,

reemplazando b =a" en la segunda igualdad obtenemos a™ = a de donde
nm=1,asi, n=m.Esto indicaque a=Db

b) La relacion T no es de orden total ya que, por ejemplo, 2 no esta
relacionado

con 3 (no existe ne N tal que 2" =3)

3.5.3.2 Congruencia médulo n
Definicion.
Sea meZ";a,beZ se dicen congruentes moédulo m, lo que se denota
a=b(modm) si y sélosi a—b es maltiplo de m, es decir:
a=b(modm) < 3IpeZtalquea—b=mp

Observacion.
1) La relacion de congruencia en el conjunto de los enteros para un médulo
fijo m es una relacion de equivalencia
2) Esta relacion de equivalencia es compatible con la adicion y multiplicacion,
es decir: a=b(modm) A c=d(modm) entonces a+c=b+d(modm)y
ademés ac = bd(modm)

3) a=b(modm) < a-b=mpemZ={0,+m,+2m,+3m,....}

Ejemplo.
Es inmediato que: 4=16(mod3) ; —5=30(mod7) ; —8=-30(mod11)

UNIVERSIDAD DE SANTIAGO DE CHILE
FACULTAD DE CIENCIA - DPTO. DE MATEMATICAY C.C. 34



MATEMATICA GENERAL 10.052, HERALDO GONZALEZ S.

Observacion.
Enunciaremos el siguiente Algoritmo de Euclides s6lo para demostrar los
Teoremas que daremos a continuacion.

Algoritmo de Euclides.
Sean m,n e Z* w{0} entonces existen, de manera Unica, q,r € Z* L {0} tal que
n=gm+r donde 0<r<m

Teorema

Sea me Z", entonces cualquier ne Z es congruente médulo m a uno y sélo
uno de los enteros 0, 1, 2, 3,...,m-1
Demostracion.

Sea n e Z, debemos demostrar que n no puede ser congruente médulo m a dos
enteros a,be{0,1,2,....,m-1}

Supongamos que n=a(modm) y n=b(modm), entonces a =b(modm).

Si a>bentonces a-b>0y a-b<m-1 ya que a,be{0,12,....,m-1}, es decir,
O<a-b<m-1 de esto concluimos que m no divide a a—b, asi, a no es
congruente mdédulo m con b ( contradiccion)

Consideremos ahora un n cualquiera donde n=0,n>0,n<0.
Si n =0 entonces n = 0(modm)

Si n>0 entonces existen Unicos q,r tal que n=gm+r;0<r<m, luego
0<r<m-1 de donde n=r(modm)

Si n <0 consideramos n+km >0, para algun k (por ejemplo k =—-n+1)y aplicamos
la demostracion del caso anterior.

Ejemplo.

ne Z es congruente modulo 3 a uno y sélo uno de los enteros 0, 1, 2, y para
verificar basta con dividir ( Algoritmo de Euclides) por 3, asi, 4589 = 2(mod3) ya que
4589 =1532-3+2

Definicion.
Se llama clases residuales modulo m a aquellas m clases que contienen todos
los enteros que son congruentes modulo m a uno de los enteros 0, 1, 2, 3,...,m-1

Ejemplo.
Para m = 3 se tiene 3 clases residuales formadas por los enteros congruentes a 0,
1, 2 respectivamente
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Teorema,
Dos enteros a,bson congruentes modulo msi y sélo si dan el mismo resto al

dividirlos por m.
Demostracion.

=) Supongamos que al dividir b por m se obtiene b=gm+r,r<m,
Por hipétesis a =b(modm) es decir, a—b =mp, de donde a=b+mp, reemplazando
b obtenemos a=gm-+r+mp=(q+ p)m+r

<)Supongamos que a=qgm+r,b=qg,m+r entonces a-b=(q, —q,)m, asi,
a =b(modm)

Observacion.
La relacion de congruencia modulo m fijo determina una particién del conjunto
Z en clases de equivalenciay el conjunto cuociente lo denotamos Z

Ejemplo.
Determine las clases de equivalencia por la congruencia modulo 5.
Solucion.

0={xeZ/0~x}={xeZ/0-x=5p}={xeZ/x=5k keZ}={.,-10,-5,0,510,...}
1={xeZ/l~x}={xeZ/1-x=5p}={xeZ/x=5k+LkeZ}=1{.-9,-41611..}

2={xeZl2~x}={xeZ/2-x=5p}={xeZ/x=5k+2,keZ}=1{.-8-32712..}
3={xeZ/3~x}={xeZ/3-x=5p}={xeZ/x=5k+3 keZ}=1{.,-7,-2,3,8,13,..}
4

Definicion.
Sean a,beZ,, donde a,bson representantes cualesquiera de a,b respectivamente,

entonces a+b es la clase residual médulo m gue contiene a a+b( esto se puede
hacer con cualquier elemento de a,b )

Ejemplo.

Determine la tabla de doble entrada de (Z5,+)
Solucion.

Z, posee los elementos 0,1, 2 donde
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La tabla que obtenemos es

NI~ I|OI] +
NI —I|OlOl|
OINI| I
I OININI

donde , para calcular 1+2, sumamos, por ejemplo, 1+2=3 y como 3=0(mod3)

entonces 1+ 2 =0
3.6 EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Sean A, B,C conjuntos cualesquiera. Demuestre
a) n(AxB) =n(A)-n(B)
b) AxB=¢g < (A=¢ v B=¢)
c) AcB= AxCcBxC VC
d) Ax(B-C)=AxB-AxC
e) (AnB)xC =(AxC)n(BxC)

2) Considere las siguientes relaciones

R, ={(ab)e A*/a=h} con A={1,23}

R, :{(x,y)e N2/2x+y:9}

R, = {(a,b) e A?/adivideab | si A={12,34,5}

R, ={(x,y) e A2 /xy>0}si A={-2-10123}

R, ={(ab)e A’/a’ +b? >3} si A=1{-10123}
a) Determine por extension la relacion R, ,1=1,2,3,4,5
b) Determine dom(R;), rec(R;)
c) Determine por extension R

3) Sea Rc AxB={(x,y)/ p(x,y)} unarelacién. Demuestre que:
a) dom(R)c A ; rec(R)c B
b) (R")™*=R
c) dom(R™)=rec(R) ; rec(R™")=dom(R)

4) Considere las relaciones Rc AxB , ScBxC
Demuestre que (SeR) =R oS™
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5) Sean las relaciones definidasen R: R = {(x, y)ly= 2x}, S = {(x, y)ly= 2x3}
Determine:a) ScR b) RoS

6) Considere las siguientes relaciones definidas en Z
R, ={(ab)/a=b?|
R, ={(ab)/a+a’ =b+b?}
R, = {(x, y)/x -y es multiplo de 3}
R, ={(a,b)/3Ime Z tal quea =mb}
R, = {(a,b)/3k e Z tal quea—b =2k}

Determine cuales de las relaciones planteadas son: reflejas, simétricas,
antisimétricas, transitivas

7) Si R esunarelacion en A tal que R es transitiva demuestre que R~ también es
transitiva

8) Sea R — A*. Demuestre: R simétrica < R™ =R

9) Sea R una relacion en A. Demuestre que:
Resreflejacs Dc RAD ={(a,a)/ae A}

10) Demuestre que las siguientes relaciones definidas son relaciones de equivalencia
R, = R? tal que aR,b < 3k € Z tal que a—b =2k

R, definidaen Q"tal que aR,b < Ine Z tal que

11) En Z definimos la relacion R tal que aRb <> 3ne N U {0} tal que b—a=n

Demuestre que R es una relacion de orden
¢Es R un orden total? Justifique

12) En N definimos la relacion T tal que aTb < 3Ine N tal que a" =b
Demuestre que R es una relacion de orden
¢ES R un orden total? Justifique

13) En la familia de conjuntos A definimos la relacion <
a) Demuestre que R es una relacion de orden
b)¢Es R un orden total? Justifique
) Si A={X/X c A} con A={1,234}, verifique lo demostrado en a) y b)
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14) Si R es una relacion de orden en A y S es una relacion de orden en B demuestre
que la
relacion T definidaen AxB tal que (a,b)T(c,d) < aRc A bSd es de orden

15) Sean R, — A*,R, — B* relaciones de orden y R, una relacion definida en

Ax Btal
que (a,b)R,(c,d) < aR,c AbR,d . Demuestre que R, es relacion de orden

16) Sea R una relacion en A. Decimos que: R es conexa < VX, y € A:aRbv bRa

Demuestre: Si R es simétrica, transitivay conexa entonces R es de relacion de
equivalencia.

17) Sea xla clase de equivalencia de x segin R , donde R es la relacion de
equivalencia
(también denotada ~) definida en el conjunto A = ¢. Demuestre:

a) X # ¢ VX

b) Todos los elementos de una clase de equivalencia R son equivalentes R
entre si

C) X=y< X~y

18) Sea A/Rel conjunto cuociente de A por R donde, R es una relacién de
equivalencia
definida en el conjunto A = ¢. Demuestre:

a) VxeAIR,Xx#¢

b) xe A/IR AyeA/R,x# Yy entonces XNy = ¢
U

c) — =

xe A/R

19) Sea meZ"; abeZse dicen congruentes modulo m lo que denotamos
a =b(mod m)
0 simplemente a=b(m) si ysélo si a—b es multiplo de m, es decir:
a=b(m)<3IpeZtal quea—b=pm

Demuestre que la relacion de congruencia definida en los nUmeros enteros para
un moédulo m fijo es una relacion de equivalencia

20) Determine Z, , la clase de equivalencia por la congruencia modulo 3

21) Sea A={a,b,c}y Rc A?={(a,a),(b,b),(c,c),(b,c),(c,b)}.
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a) Demuestre que R es una relacion de equivalencia
b) Determine:a , b , c
c) Determine A/R

3.7 FUNCIONES

Uno de los més importantes conceptos en Matematica se refiere a un tipo
particular de relacién entre elementos de dos conjuntos; las funciones.

Una funcion expresa la idea de una cantidad que depende de otra u otras
cantidades, por ejemplo podemos afirmar que el area de un cuadrado depende o es
funcién de la longitud del lado de éste; si al area lo denotamos por Ay la longitud
del lado lo denotamos por | entonces podemos escribir A= f(l), y en éste caso
particular, la expresion matematica es A(I)=1% ; el volumen V de un cilindro recto
depende, es funcion, del radio basal r y de altura h, lo que escribimos V = f(r,h)y la

expresion matematica es V (r,h) = 7 r’h

En matematica designamos a la variable independiente por x 0 por X;, X, ,...., X,

a las eventuales variables independientes que explican el comportamiento de la
variable dependiente y , escribiendo y = f(x) 0 y = f(x;,X,,..., X,,) respectivamente

En la presente seccidon estudiaremos funciones con una Unica variable
independiente, la funcion inversay composicion de funciones

3.7.1 Definicion de funcion
Definicion

Una funcién f definida en el conjunto A con valores en el conjunto B es
toda relacion f — AxB tal que a cada elemento x de A le hace corresponder un unico

elemento y del conjunto B

Observacion.

1) f < AxB esunafuncion de AaB si y solo si Vxe A 3lyeB tal que
y=f(x)
., a) Domf = A
2) f < AxB esfuncion <

b [(x.y)e fa(x2)ef]l=y=2

3) También se puede denotar a la funcién fpor f: A— B tal que y=f(x) o
por f:A—>B={(x,y)/y=f(x)}

4) y=f(x) selee “y eslaimagen de x porf*

5 y=fx)=(x,y)ef

6) Al conjunto A lo llamamos conjunto de partida de f y al conjunto B lo
Ilamamos conjunto de llegada
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Ejemplos.
1) Sean A={a,b,c},B={d,e, f,g} entonces las siguientes relaciones de AaB
son funciones de Aa B

f,={ad),(b,e) (c, )} f,={@ad),(b,d),(cd)}

2) Sea fc A><SR={(2,5a+2),(4,a),(4,2a+1),(7,2a2 —1)} una relacion donde
A={2,4,7}. Determine a e R para que f sea funcion

Solucion.

Para que f sea funcion , el elemento 4 debe tener una Unica imagen, asi se debe
cumplirque a=2a+1, esdecir, a=-1

Lafunciones f ={(2,-3),(4,-1),(7.)}

3) Demuestre que larelacion f c RxR = {(x, y)/2x+3y = 6} es una funcién
Demostracion.
Debemos demostrar:
a) Domf =R b) [(x,y)e fA(x,2)ef]l=y=12
a) Como Domf ={xe®R/3yecRtal quey= f(x) c R} basta con demostrar que

R < Domf
Sea X e R, debemos demostrar que existe yeR tal que y=f(x); tal vy
podemos despejarlo de 2x+3y =6, obtenemos y= f(x)= 6-2x eR (ya

quexeR)

b) Si[(x,y)e f A(x,2) e f]entonces (2x +3y = 6) A (2x +3z = 6), es decir
2X+3y =2x+3z,dedonde y=1z2

4) Sea f c Ax®R ={(x, y)ly=f(x) :X—Jr;} AcRuna funcién. Determine el

méaximo dominio A y maximo recorrido
Solucién.
Como Domf ={xeA/dyeRtal quey=Ff(Xx)cR} y y= f(x)=X—+;
X_
entonces Domf =R — {2}
Como Recf ={yeR/IxeR-{2}talquey= f(x)}, despejando x de

y :x_+; obtenemos y(x—2) =x+1, es decir, yx—x=1-2y, esto indica que
X_

1—21y eR si y=1, asi entonces, el

X(y—-1)=1-2y de tal manera que x=

méaximo recorrido de fes Recf =R — {1}
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3.7.2 Operaciones con funciones

Definicién.

Sean f, g dos funciones tal que Domf, Domg son sus respectivos dominios, entonces
definimos las funcién suma, denotada f + g, tal que

1) Dom(f + g) = Domf N Domg

i) (f+9)(x)=f(x)+9g(x)
Observacion

1) De manera mas simplificada definimos la suma de las funciones f,g por
f+9g={(x f(x)+g(x))/x e Domf ~ Domg}

2) Analogamente definimos las siguientes funciones

f —g={(x f(x)=g(x))/x e Domf ~ Domg} ; funcion diferencia
f-g={(x f(x)-9(x))/xe Domf ~ Domg} ; funcién producto
£ ={(x, f"(x))/ x e Domf |, ne N ; funcién potencia

cf ={(x,cf(x))/xe Domf}, c=C" ; funcién ponderada

Ejemplo.

Considere las funciones f ={(1,3),(2,6),(4.8),(6,2)}, g = {(0.1),(1,2),(2,-1),(4,5),(7,0)}
Como Domf = {1,2,4,6} , Domg = {0,1,2,4,7}entonces Domf ~ Domg = {1,2,4}, de
donde:

f +g=1{15),(25),(413)}

f.g ={(16),(2,-6),(4,40)}

3.7.3 Funcion inversa

3.7.3.1 Funcioén inyectiva

Definicion.

Decimos que la funcion f : A— Bes inyectivao uno auno siy sélo si:
X, # X, = f(x) = f(x;) VX, x, e A

Observacion
Usando la “contrapositiva” tenemos:
La funcién f : A— Bes inyectiva < [f(x) = f(X,) =X, =X,] VX,X, € A

Ejemplos

1) Considere la funcion f : R — {1} > % —{2} tal que f(x)= ZX—+13 , demuestre que f

es inyectiva.
Demostracion.
Debemos demostrar: f(a)= f(b)=a=b va,be®R {1}
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2a+3 2b+3
a-1 b-1
trabajo algebraico concluimos que a=b

f(a)=f(b)= = (2a+3)(b-1) =(2b+3)(a—1), con un poco de

2) Demuestre que la funcion f : (—o0,—1) = R tal que f(x)=1-+vx*—4x-5 es
inyectiva

Demostracion.

Para que lo sea se debe cumplir: f(a)= f(b) =>a=b Va,b e (—»,-1)

Como f(x)=1-vx*—4x-5=1-+/x2 —4x+4-9 =1—,/(x—2)% -9 entonces
f@)=f(b)=1-y(@a-2)>-9=1-4/(b—2)* -9, asi, cancelando el 1y elevando al

cuadrado ( note que la cantidad subradical es no negativa) obtenemos
(a-2)°-9=(b-2)° -9, esdecir, (a—2)> =(b—2)?; al extraer raiz cuadrada
conseguimos |a—2|=|b-2| dedonde 2—a=2-b y finalmente a=b

3.7.3.2 Conjunto imagen.

Definicion.

Sea f : A— Bunafunciony E < A, definimos laimagen de E por f, denotada
f(E)como el conjunto tal que f(E)={yeB/3xe Atal quey = f(x)}
Ejemplos.

1) Considere la funcién f :[-5,00) > % tal que f(x) =+/x+5

Determine f(E) si E =(-1,20]

Solucién.

Debemos determinar todos los valores de y = f (x) =+/x+5 tal que x (-1, 20]
Si x e(~1,20] entonces —1< x < 20, de aqui, 4 < x+5< 25 de tal manera que, al
extraer raiz cuadrada obtenemos 2 < v/x +5 <5, finalmente
f(E)={f(x)/xeE}=(25]c R

Observacion
El problema anterior también se puede solucionar de la siguiente manera; como lo que

deseamos es determinar el conjunto que valores que toma y = f(x) =+/x+5 cuando
X e (— 1, 20] , entonces podemos despejar x , obteniendo x = y? —5. Imponiendo la
condicién conseguimos —1< y? —5<20 asi, 4< y* <25dedonde 2<y<5

3.7.3.3 Funcion sobreyectiva

Definicion

Decimos que la funcion f : A— B es sobreyectiva siy sélo VyeB3dxe A tal que
y=f(x)

Observacion.
1)La funcién f : A — B es sobreyectivasiy solo si “todos los elementos del

conjunto B son imagen de algin elemento de A”
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2) La funcion f : A— Bessobreyectivasiy solo si Rec(f)=B

Ejemplos
1)Demuestre que la funcion f :[0,2) — (- 0,0] tal que f(x)= x—X2 es sobreyectiva
Solucion.

Debemos verificar que Rec(f) = (— oo,O], despejemos x de y = LZ ; tenemos:

y=L:>xy—2y=x:>x:ﬂ,y¢1;como x € [0,2) entonces O§ﬂ<2
X—2 y-1 y-1

La solucién de esta inecuacion es (—,0], asi Rec(f) = (—,0]

2) Silafuncién f: R — B < R tal que f(x)=|x—2/—x es sobreyectiva, determine el

conjunto B
Solucion

Observe que x € R y que la funcion involucra a |x—2| , esto nos siguiere considerar
doscaso:a) x<2 b) x>2

) X<2=>x-2<0=|x-2/=2-x,asi f(x)=|[x—2/-x=2-2x>-2yaque
X<2=-X>-2=-2Xx>-4=2-2x>-2,dedonde f(x)e(-2,x)

b) Xx=22=x-220=[x-2=x-2,asi f(x) =|x—2|-x=x-2-x=-2¢€{-2}
Pora)y b) Rec(f)={f(x)/xeR}=(-2,0)u{2}=[2,0)=B

3.7.3.4 Funcion inversa, Teoremas
Funcién inversa

Si f < Ax B es una relacion, sabemos que existe la relacion inversa f " c Bx A;
cuando f — AxB es funcion, no estamos seguros de que f " < Bx A sea también

una funcion, el siguiente teorema regula la situacion planteada, nos indica que la
funcién f debe ser inyectivay sobreyectiva, es decir, debe ser biyectiva

Teorema

Sea f : A— B tal que y = f(x) una funcion, se cumple:

f':B— A esfuncion < f : A— Bes biyectiva

Demostracion.

<) Debemos demostrar: a) Dom(f ") =B b) [(a,b) efta(ac)e f’l]:> b=c

a) Dom(f ™) =Rec(f)=B ya que f es sobreyectiva

b) [@ab)e fia(ac)e fi]=[ba)e fa(ca)ef]=[f)=anf(c)=a]
= f(b) = f(c) = b=c yaquefesinyectiva

=) Queda propuesta
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Observacion
Dada la funcion biyectiva f : A— B tal que y = f(X), nos debe interesar determinar la

expresion funcional de la inversa, es decir , determinar f ™(x); tenemos:
y=f(X) =y ef=(y,x)ef = f(y)=x
Es decir, despejamos x de y = f(x) y en ésta Ultima expresion reemplazamos y por x

Ejemplos
, o 2X+3
1) Considere la funcion biyectiva f : %R —{1} - R -{2} tal que f(x)= R

determine  f (x)

Solucion
De f(x)=y= 2x +13 tenemos yx—y =2x+3 de donde x = y+e +2 , asi entonces
X— y—
X = fl(y)zy—f de donde, f:R-{2} - R-{1} tal que f‘l(x):—x+2
y- X —

2) Considere la funcion f : AcR > B c R tal que f(x)=3x>+6, x<0

Determine la funcion inversa de f
Solucion

Para que exista f ™, la funcion f debe ser biyectiva
fes inyectivaya que: f(x,) = f(x,) = 3x/ +6=3x +6 = x/ = x., extrayendo raiz
cuadrada obtenemos |x,| = |x,|, asi, — x, = —x, de donde x, =X,

Ahora debemos determinar Rec(f) de tal maneraque f ™ :Rec(f) >R~ U {0} sea
funcién.

Si x <0 entonces x? >0 asi y = f(x) =3x?+6>6, concluimos que Rec(f) =[6,)
y f7:[6,00)> R~ U {0} es funcion

Determinemos, finalmente, f ™ (x)

De y =3x? +6 obtenemos x°? = yT—G de donde x = _‘/yT—ES , entonces

£ :[6,00)— 9~ U {0} tal que f(x)=— XT_6

3.7.4 Composicion de funciones

Definicion

Sean f, g dos funciones tal que Dom(f), Dom(g) son sus respectivos dominios
entonces definimos las funcién compuesta de f con g, denotada f o g, aaquella tal
que

1) Dom(f o g) = {x e Dom(g)/ g(x) € Dom(f)}= Dom(g) ~ {x/g(x) € Dom(f)}
1) (fe9)(x) = f(9(x))

Observacion
Podemos denotar, mas simple: f o g = {(x, f (g(x))/x € Dom(f - g)}
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Ejemplos.

1) Considere las funciones f : % — %R tal que f(x)=x?, g ={(4,2),(9,1)}, determine
gof

Solucién

En primer lugar determinemos Dom(g o f)

Dom(g o f) = {x e Dom(f)/ f(x) € Dom(g)} = {x eR/IxX’ e {4,9}},asi, x? = 4indica
que x =+2 y x> =9indica que x = +3 , es decir, Dom(g o ) = {-3,-2,2,3}

Ahora, como go f ={(x,g(f(x))/x e {~3,-2,2,3}} entonces

go f ={(-31,(-22),(22),(3D}

2) Considere las funciones f : R >R, g:R >R tal que f(x+1) =2x+5 ,

g(x) =3x—2 . Determine (f o g)(x)

Solucion.

Si x+1=p entonces x = p—1 de donde, la expresion f(x+1) =2x+5 se convierte
en f(p)=2(p-1)+5=2p+3,esdecir f(x)=2x+3

Por otro lado Dom(f o g) = {x e Dom(g)/g(x) € Dom(f }={x € R/3x -2 e R} asi,
(fog)(X)=f(g(x))=f(Bx-2)=2(3x—2)+3=6x-3

3) Considere las funciones f, g tal que f(x)=x*; g(x) =ax+1, a>0con dominio real
apropiado para que ambas sean biyectivas.

Si (f'o g‘l)(g) = % determine (g o f)(-2)

Solucion.

Como y = f(x) = x? entonces x =./y dedonde f*(x)=+/x

Como y = g(x) = ax+1 entonces x = yT—l de donde g*(x) = XT_l

Imponiendo la condicion tenemos (f ™ o g‘l)(i) = f‘l(g‘l(é)) = f‘l(i) S =1,
2 2 2a 2a 2

de donde el valordeaes a=2,asi, g(x) =2x+1.
Finalmente, (go f)(-2) =g(f(-2))=9(4) =9

3.8 EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Sean A={,23},B={34,5};
f ={3),(2,4),(a,b)}, g = {(33),(2,4)(c,d)}funciones de A a B.
Si f(xX)#=xVxeA,Recf =B, g() =3, determine el valor de (b—a)+(c—d)
Resp. -1

1 si xespar
-1 si xesimpar
¢ Cuales de las siguientes afirmaciones son verdaderas?

2) Sea f:N — R unafuncion tal que f(x)z{
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3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

a) f(2x)+ f(3y) =0= xespar Ayesimpar

b) f(x)f(y)=-2 Vx,ye N

c) Existe un anico natural n tal que f(nx) = nf(x)

Resp. ¢

Determine a,b € R para que

f= {(1,8), (2,-3),(La* +b?),((-La+b),(a* +b,a),(b+a?, b)} sea funcion
Resp. (@a=2Ab=2)v(a=-2Ab=-2)

Sea A ={p/ pesuna proposicion}. Definimos una funcion f : A — % por

1 si \Y
f(p)= SI_ pes . Demuestre:
0 sipesF

a) f(pva)=1f(p)+f(a)-f(p)f(a)

b) f(~p)=1-1(p)

c) f(~pva)=1-f(p)f(~q)=1-f(p)+ f(p)f(a)

Considere las funciones reales f, g tal que f(x)=x"+2x, g(x+1) =x".
Determine f((x-1)%)-6g(x)

Resp. (x—1)*(x—3)(x+1)

Sean f, g funciones reales definidas por f(x)=ax+b,g(x)=cx+d ;
a,b,c,d e ®;a,b=0.,Cudl de las siguientes afirmaciones es verdadera?
a) f(x+y)=f(x)+f(y)=<b=0

b) (fg)(x) = x2 + (b +d)x+bd @%:1

) (f+9)(x)=b+d<=a=-—c

d) f(g(x))=acx+ad

Resp. a) y ¢)

Sea f : R — R unafuncion tal que f(x)=ax+b;a,beR

Si f(x+y)=FfX)+f(y)Vx,yeR vy si f(-2)=-6, determineayb
Resp. a=3,b=0

Sea f :(— oo,O] — R una funcion tal que f(x) = x* —3. Demuestre que f es
inyectiva

Considere las funciones reales f, g tal que

f(x+l)=ax+b, g(x)=x-b;a,beR-{0}.Si fog=gof Determineel
valor de b(a-1)

Resp 0

10)Si f : R — R unafuncion tal que f(x+7)=f(x)+ f(7) YxeRy f(0)=0

Verifique que:

a) £(-7)=-1(7)

b) f(35)= f(14)+3f(7)
f(63)

C Wzg Si f(7)¢0

11) Sean f, g funciones reales definidas por
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f(x)=vx+4,xe[06]; g(x)=x?+2,xe[-13], determine las funciones

fegygof
Resp. (fog)(x)=vx*+6,xe[-12] ; (go f)(x)=x+6,x<[0,5]
Sean f, g funciones reales definidas por: f(x) = Lz X>3;

X_

:2X+1,x2%. Determine fog y go f

g(x)

Resp. (f 09)(X)=X,X€[%,J} L (go F)(x)=x,xe[34]

12) Sean f, g funciones reales tal que f(x)=x?,x <0; determine g(x) i
f(9(x)) =x* —4x+5 Resp. g(x) =— 2x—-3|

13) Sean f, g funciones reales tal que f(x—2)=x*+x+1, g(x—a)=x.
Determine a € R de modo que (fog)(2)=(ge f)(@a—2) Resp. a= —%

14)Si f : X —>Y esfuncion, A,B Y demuestre:
a) f(AuB)=f(A)u f(B)
by f(AnB)c f(A)n f(B)
c) f'(AuB)=f*(A)uf*(B)
d f*(AnB)=f (AN f(B)
e) f'(A-B)=f*(A)-f*(B)
f) f7(B%)=(f7(B))"
g) AcB= f*(A)c f7(B)
h) f(f *(B)cB VBcY
i) f(f(B)cB VBc X

15) Hallar a,b € R para que la funcion f : [b,—2] — [a,—z—lLJ sea biyectiva donde
1 1
f(x)=—— Resp.a=-=,b=-5
) 6X + 6 P 6
16)Si f: Ac R —> B < R esunafuncién tal que f(x+5)= Lz determine el
X+

valor de x que satisface la relacion (f o f)(i) =2
X
Resp. A=%R-{3}, B=Rec(f)=R-{0}, x=2
17)Sea f :[0,00)— {2} — % una funcion tal que f(x)=

X 2 Demuestre que f es

2
inyectiva

18) Sea f una funcion biyectiva tal que f *(x)=2x+2b,b=0; f *(3b) =2b?,

Q0 oo 1

esp.

determine n
f ~(10) 28
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CAPITULO 4

LOS NUMEROS NATURALES
4.1 INDUCCION MATEMATICA

Existen diversas formas de sistematizar al conjunto de los nimeros naturales y
sus propiedades, la axiomatica de Peano es aquella en que nos basaremos para deducir

la Induccién Matematicay declarar algunas propiedades importantes de los naturales.

En 1.889, Giuseppe Peano (1858-1932) presentd la siguiente axiomatica para

los nimeros naturales N

1) 1eN
2) (VvneN)(3'n"eN)tal que n" =n+1
3) VneN:n" #1

4) vnmeN:nzm=n"=zm"

a)leS

5) {SgNtal que{ }:S:N

byneS=n"eS

Observacion.
- El axioma 2 nos indica que todo natural n tiene un Gnico sucesor n* =n+1

- El axioma 3 nos indica que el natural 1 es sucesor de ningun natural, es decir, el 1
es el primer natural.

- El axioma 4 nos indica que dos naturales distintos no tienen el mismo sucesor

- El axioma 5, Axioma de la Induccion, nos permitira demostrar la validez de
proposiciones en todo el conjunto de los naturales

- Laaxiomatica de Peano nos permite, ademas, definir en el conjunto N la operacién
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adicion, la operacion multiplicacion y una relacion de orden

4.1.1 Primer Teorema de la Induccién
Teorema.

Consideremos la proposicion P(n), que contiene la variable ne N .
Si la proposicion P(n) es tal que:
a) Se cumple que P(2) es verdadera

b) Asumiendo queP(k)es verdadera, se verifica que P(k+1) es
verdadera,

Entonces, P(n) se cumple para todo natural.
Demostracion.
Consideremos el conjunto S formado por todos aquellos naturales que satisfacen

la proposicién, es decir, sea S = {n e N/P(n)es verdedera}, debemos demostrar que

P(n) se satisface para todo natural, es decir, debemos demostrar que S =N .

Como P(1) es verdadero entonces 1€ S, ademas, por hipétesis se cumple que

P(k)V=P(k+1)V;esto indicaque keS=(k+1)eS.

Dado que el conjunto S satisface el quinto axioma de Peano concluimos que
S =N y entonces la proposicion se cumple en N.
Observacion.

1) Podemos anotar, en forma mas breve, como sigue:

{a) P(1)V

b)P(k) V = P(k +1) V}: P(n)esV vneN

2) También se conoce a esta proposicién como “Primer principio de la Induccién

Matematica”
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3) En el Primer Principio de la Induccion podria ocurrir que la parte a) no se

verifique P(1) si no que para P(n,), n, >1entonces, si se cumple b) para todo

n>n, concluimos que la proposicion se cumple para todo n>n,

Ejemplos.

1 1 1

Demuestre que: + + + ...+ =
1.2 2-3 3-4 n-(n+1) n+1

se cumple para todo natural

Demostracion.
Sea P(n): ! L !

+ + +..+ = . Debemos demaostrar que:
1.2 2-3 34 n-(n+1) n+1

a) P(1) esverdadera, y que b) P(k)V=P(k+1)V

Antes de realizar la demostracion debemos notar que en ella esta

involucrada la sucesion _ y que el hecho de queP(k)sea verdadera
n-(n+1) )

significa que la suma de los k primeros términos de la sucesion es PETh
+

1 1
a) P() esverdadero yaque —=—
) PO yaq 1.2 1+1

1 2

P(2) es verdadero si se cumple: + = .
1.2 2-3 2+1

Como el lado izquierdo de la Gltima expresion tiene valor 3 tanto como el lado

derecho, concluimos que P(2) es verdadero

11 1 k
+ +ot = :
2.3 3.4 k-(k+1) k+1

b) Si P(k) es verdadero, es decir, si 112 +

debemos demostrar que P(k + 1) es verdadero, es decir, debemos demostrar que

1 1 1 1 1 k+1
+ + ot + =
1.2 2.3 3.4 k-(k+1) (k+D(k+2) k+2

. Veamos esto Ultimo
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1 1 1 1 1 k 1
+ - +ot + = +
1.2 2.3 3.4 kK-(k+1) (k+Dk+2) k+1 (k+D(k+2)

Ck(k+2)+1  kP+2k+1  (k+D*  k+1
T k+DKk+2) (kK+DKk+2) (k+D)(k+2) k+2

Asi entonces la proposicion se cumple en el conjunto de los Naturales

Observacion

1) Ahora estamos seguros de poder sumar los n primeros términos de la sucesion dada,
sin sumarlos, bastando con aplicar la formula de suma declarada

2) Ladeduccion de la formula, cuestion que la vemos interesante, la estudiaremos en
una seccion posterior.

Ejemplo.

Demuestre que toda expresion del tipo 3%" —1 es divisible por 8, para todo valor de n

en los naturales
Demostracion.

Sea P(n):3*" —1=8r, paraalgin re N
Debemos demostrar:a) P(1) V' b) P(k)V=P(k+1)V
a) P@) Vyaque P(1):3**-1=8=8-1,1eN
P(2) sera verdadera si existe re N tal que 32 —1=8r. Como 3*?> -1=80
y 80=28-10 entonces, con r =10 N se satisface la condicién
b) Si P(k)es V entonces existe r e N tal que 3% —1=8r, debemos demostrar que
P(k +1) es V, es decir, debemos demostrar que existe s e N tal que 3*** —1=8s
Veamoslo
32(k+1) -1
_32%32 1

=3%32 32432 1
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=3%(3%* -1)+3% -1
=3%(8r) +8

=8(9r+1)=8s con s=(9r+1)eN

Por a) y b) los nimeros de la forma 32" —1son divisibles por 8 para todo natural n

Observacion

- Notemos el uso de la hipdtesis inductiva al reemplazar (en el quinto paso)
3% _1por8r
- Como, por hipétesis inductiva se cumple 32 —1=8r, podemos despejar

3% obteniendo 32 =8r +1. Si reemplazamos esto Gltimo en el paso 2

conseguimos:

(8r +1)3% -1
=72r+8
=8(9r +1)=8s

Ejemplo.

Demuestre que 5*" + (-1)"*" es divisible por 13 para todo valor de n en N
Demostracion.

Sea P(n):5*" +(-1)"" =13p para algun valor de pen N

Debemos demostrar que:
a) P(1) se cumple b) Si P(k) se cumple entonces P(k +1) también se cumple

a) Como 5% +(-1)*' =25+1=26=13-2 entonces se verifica P(l)

b) Si P(k) se cumple entonces existe p e N tal que 5% + (-1)*"* =13p, debemos
demostrar que P(k +1) también se cumple, es decir, debemos probar que
existe g e N tal que 5*** +(-1)** =13q.
g2k+2 (_1)k+2 —25.5% 4 (_1)(_1)k+1

= 25.5% 4+ 25(=1)"" — 25(=1)*** + (-1)(-1)**
= 25[5% + (—1)** |+ (-1)** (-25-1)
=25-13p —26(-1) "
=13(25p — (-1)**") =13q , donde q=25p-(-1)** e N
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4.1.2 Segundo Teorema de la Induccion
Usaremos el siguiente Principio del Buen Orden para demostrar el Segundo Principio
de la Induccion Matematica.

Principio del Buen Orden
Sea A=¢, Ac N entonces existe pe Atal que p<n,VvneA

Segundo Teorema de Induccion Matematica
Sea P(n) una proposicion que contiene una variable ne N, tal que.

a) P(1) esverdadera
b) Paratodo ke N: P() A P(2) A... A P(k)verdadera= P(k +1) verdadera

Entonces P(n) es verdadera paratodo ne N

Demostracion.
Supongamos que S = {n e N/P(n) esV}es subconjunto propio de N, entonces

N-S#¢py N-ScN.

Por el Principio del Buen Orden existe me N —S tal que m<r VreN -S,

luego 1,2,3,....m-1e S, es decir, P(1), P(2),..., P(m—1)es verdadero, luego , por
hipétesis se cumple que me S ; esto Gltimo es una contradiccion, de donde S =N
Ejemplo.

Sea (a,) ..y Unasucesion definidaen NRtal que a, =1,a, =2 y ademas
a,=a,, +..+a,+a, , Vvn>3. Demuestre que a, =3-2"° vn>3
Demostracion.

Sea P(n):a, =3-2"3,
Debemos demostrar. a) P(3)esV b) P(3),P(4),.., P(k) V entoncesP(k +1) V

a) P(3)esVyaque a; =a, +a, =2+1=3(usando a definicion) y, usando la
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formula: a; =3-2%°% =3

b) Sia,=3-2"%VneN,3<n<k debemos demostrar que a,,, =3-2"2
Veamos esto ultimo

a,,, =@, +..+a, +a (usando la definicion)

=3.2"3 4+3.2"% 4 ... +3-2>3 4+ 2+1 (usando la hipétesis inductiva)
=32" 42"+ +2' 42043 (¥
Ahora debemos calcular 2" + 2" + ...+ 2 4+ 2°

Sea S=2"2+2"* 4+ .. +2'+2%: si multiplicamos por 2 obtenemos

25=2"242"% 1  +22+2'y restando obtenemos S =2""?% -1

Si reemplazamos en (*) obtenemos: a, , =3(2"? -1)+3=3.2""2

n+l —

Observacion.

Note el uso del Segundo Principio de la Inducciéony de validez de la
proposicion a partir del natural 3

41.3SUMAY MULTIPLICACION EN N
ADICION EN LOS NATURALES

ayn+1l=n"

Se define la adicion en N por:
b)n+m*=(n+m)”*

Ejemplo.
Demuestre que n+1=1+n VneN
Demostracion.

La demostracion se debe realizar por induccién sobre ny usaremos tanto n™ como su

igual n+1

Sea P(n):n+1=1+n:Pordemostrar: a) P@Q)V b) P(k)V=Pk")V
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a) P Vyaquel+1l=1+1

b) SiP(k)esV,esdecir, si k+1=1+k debemos demostrar que P(k*)esV, es decir,

debemos demostrar que k" +1=1+k".

Tenemos: k™ +1=(k +1) +1=(1+k)+1=1+k"

Proposicion.
Para todo n,m, p e N se cumple:
a) n+meN

b) m+(n+p)=(M+n)+p

C) m+n=n+m

d) Sim+ p=n+p entonces m=n
Demostracion.

Demostraremos sélo la propiedad c, el resto de la proposicion queda como
ejercicios. En la demostracion, ademas de la definicion de adicion usamos, en

particular, la asociatividad

Sea m un natural arbitrario, pero fijoy P(n):n+m=m+n

Debemos demostrar: a) PQ)esV b) P(k)V=P(k")V

a) P()esVyaque 1+ m=m-+1 (yase demostrd)
b) Si P(k)esV, es decir, si k + m=m+k, debemos demostrar que P(k")esV , es

decir, debemos demostrar que k™ + m=m+k"

Veamoslo

kT +m=(k+D)+m=k+@+m)=(k+m)+1=(Mm+k)+1=m+k"
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MULTIPLICACION EN LOS NATURALES

: o ajn-1=n
Se define la multiplicacion en N por:
b)n-m*=n-m+n

Proposicion.
Para todo n,m, p e N se cumple:
a) n-meN
b) m-n=n-m
c) m-(n-p)=(m-n)-p
d) Sim-p=n-p entonces m=n
Ademas, se cumple:
e) (m+n)-p=m-p+n-p
Demostracion.
Demostraremos sélo la parte e) de la proposicién, asumiendo ya demostradas
las otras propiedades
Supongamos que m, n son numeros naturales arbitrarios pero fijosy realicemos

induccién sobre p

Sea P(p):(m+n)-p=m-p+n-p.
Debemos demostrar que a) PQ)esV b) P(k)V=P(k")V

a) P@)esVyaque (m+n)-I1=m-1+n-1=m+n

b) Si (m+n)-k=m-k +n-k debemos demostrar que (m+n)-k* =m-k* +n-k*
(m+n)-k"=(m+n)-k+(m-+n)
=m-k+n-kK+m+n
=m-k+(n-k+n)+m

=(m-k+m)+(n-k+n)
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=m-k*+n-k*

4.1.4 Ejercicios Propuestos

1)

2)

Si nes un nimero natural, demuestre la validez en N:

_n(n+1)
2
2 n(n+1)(2n+1)
- 6
c) 13+23+33+...+n3zw
n(3n-1)
2
e) 2+22+2°% +..+2"=2(2" -1

a) 1+2+3+...+n

b) 12 +22+3% +..+n

d 1+4+7+..+4(3n-2)=

f) 1°+3°+5°+..+(2n-1)°=n?(2n%*-1)

9) Q++2+3+..+n)?=13+23+3>+...+n?

h) (n® —n) es divisible por 3

i) (6™ +4) es divisible por 5

j) 5" —2" esdivisible por 3

k) x"—y" esdivisible por x —y

) n®+2n esdivisible por 3

Probar que cada una de las siguientes proposiciones se cumple en N
a) n<2"

b) 3">2n+1

c) 2n<2"

d) x®" —y?" esdivisible por (x+y)#0
; 1-(n+Dr" +nr"

&) 1+2r+3r2 +4rd+..+nr"™ )
@-r
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3) Demuestre gue las siguientes afirmaciones se cumplen para todo natural n

1 1 1 1 n
a) -+ —+—=+..+ =

3 15 35 4n% -1 2n+1

_ n

b) 1+2'3+3-32+4-33+..+n-3”‘1zw

1 1 1 1 N
c) + + + ot =

1.3 35 5.7 (2n-1@2n+1) 2n+1
d) —= 2 3 n _ n(n+1)

+ + ot =
2-3-4 3-4.5 4.5-6 (n+Y(n+2)(n+3) 4(n+2)(n+3)

4) Use Induccion en los siguientes casos
a) Sea (a,),n tal que a, =2y a, =3a,_, paratodo n>1. Demuestre que

a, =2-3"" paratodo natural n>1
b) Sea (a,),y tal que a, =2y a, =a,, paratodo n>1. Demuestre que

_q\yn+l
a :3+( 1)

n para todo natural n>1
3+(-D"

c) Sea (a,),n tal que a,=1,a,=1y a,=a,,+a,, ¥vn=>3

n
Demuestre que a,, < (%j

5) Use induccion para demostrar:
a) A+h)">1+nh , VheR" ,n>2

b) n®>2n+1vn>3
6) Demuestre:

a m+nzmVvVmneN

b) (m+n") " =m"+n" ¥VmneN

c) m+(n+p)=(mMm+n)+p vmn,peN
d (m-n")"=m-n+m*" VmneN

e) m"+n"=(m+n)"+1 VvmneN
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4.2 SUMATORIAS
4.2.1 Sumatoria simple
Definicion
Una sucesion real es toda funcion con dominio un subconjunto de los nimeros
naturales y con valores en ‘R, simbdlicamente, la sucesion “a” es a: N — R tal que

n—a(n)=a,

Observacion.
Denotamos la sucesion “a” por (a,)

sucesion

.oy donde a, es el termino general de la

Ejemplo
Para la sucesion ((—1)n2")nen, los tres primeros términos  son:
a =(-1'2t=-2,a,=(-12%22=4,a, =(-1)°2° =-8

Definicion.
Sea (a,)., una sucesion, definimos la sumatoria de los n primeros

n
terminos de la sucesion, denotada Zai , por:
i=1
1
i day=a si n=1
Zai _ i=l
. n-1
= a +a, si n>1
i=1

Observacion.

Usando la definicion de sumatoria y las propiedades de los numeros reales
podemos escribir:

=a.1+a.2 +a.3 +...+a.n_2 +an_1+an

Ejemplo.
3
Desarrolle y calcule Zai considerando la sucesion (2n+3) .y
i=1
Solucion

3 3
a; =Z(2i+3):(2-1+3)+(2-2+3)+(2-3+3):5+7+9=21
i=1 i=1
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75
¢S nos interesa Zai ?. Necesitamos un poco mas de teoria
i=1

4.2.1.1 Propiedades de la sumatoria simple

Proposicion.
Sean (a,),cn » (B, ) ey dOs sucesionesy p e R, se cumple:

n n
a) Sia,=p VneNentonces » a,=> p=np
i=1 i=1
b) Si (c,),n €Sunasucesiontal que ¢, = pa, VneN entonces

n n n
Zci =Z pa; = pzai
i=1 i=1 i=1
c) Si (d;),.n €sunasucesiontal que d, =a, +b, ¥ne N entonces

Zn:di =Zn:(ai +b;) :Zn:ai +Zn:bi
i=1 i=1 i=1 i=1

n
d) Z(ai —-a; 1) =a,—a, (Propiedad telescopica)
i=1

n+r

n
e) > a = Y a_ (Propiedad del reloj)
i=]

i=j+r
Demostracion.

S6lo demostraremos la propiedad b)
n n
Sea P(n): > pa; = p)_a
i=1 i=1
Debemos demostrar: a) P(1) V' b) [P(1), P(2),...., P(K)]V = Pk +1) V

1 1 1
a) P()esVyaque ) pa; =» ¢ =C =pa =Py a

i=1 i=1 i=1
r r k+1 K+1
b) Si > pa; =p) a,Vr<k debemos demostrar que > pa; = p>_a
i=1 i=1 i=1 i=1

Veamoslo

k+1 k+1

; Pa; :éci
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k
= z +Cxi1
i=1

k
z pa; + pay,
i-1

k
= pz a; + pay,,

i=1

. p[ﬁ 2+ a}

i=1

k+1

= pz g
i1

4.2.1.2 Algunas sumatorias importantes.

n
a) 1+2+3+4+... +(n—1)+n:2i:@
i1

n
b) 1°+22+3%+4% +..+(n-D*+n’ =>i%* = n(n+1)6(2n+1)
i=1

n
c) 13+23+33+43+...+(n—1)3+n =>i’=
i1

Observacion.

Estas formulas que nos permiten sumar sin sumar, ya fueron demostradas por
induccidn, sin embargo, es necesario mostrar algin camino que nos lleve a deducirlas,
como un ejemplo deduciremos la suma de los cuadrados de los primeros n naturales

n
Consideremos »_ (i +1)*, tenemos:
i=1

Zn:(i +1)° = Zn:(ifg +3i% +3i+1) :Zn:i?’ +Zn:3i2 +Zn:3i +Zn:1
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Asumiendo conocida la suma de los primeros n naturales y considerando

n 3
ademas que al comparar Z(i+l)3 con Zi3 se simplifica su diferencia, podemos

n
despejar > i’

i=1

Zn:(i +1)° :Zn:(i?’ +3i% +3i +1) :Zn:if* +Zn:3i2 +Zn:3i +Zn:1
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
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:i(i+1)3 —iﬁ =3§i2 +3§n“i+i1
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

= (n+1)°*-1= 3ZI n(n+1)

n
— (n+1)° —1—n—3”(”2+1) =3)i?

i=1

n(n+1)
n o, (D7 (D=3 _n(n+1)@n+1)

3 6

Ejemplos.
10
1) Calcule, usando las propiedades: Z(4i2 +2)

i=1
Solucion.

10 10 10 10 '
> (47 +2) =) 4%+ 2=4) 1% +10-2 :410(10+1)é10 2+1) , 201560

2) Determine la suma de los 20 primeros términos de la sucesion cuyos 5 primeros
términos son: 1, 3,5,7,9

Solucion.
Sea (a,),.n lasucesiontal que a;, =1,a, =3,a;=5,a, =7,a; =9, €s

inmediato deducir que a, = 2n—1, de donde:

20 20 20
Bt a, ot = a =3 (2i-1)=251-20.1=222C0D 540
i=1 i=1 i=1
1

3) Determine una formula para Z—
= (k+)(k+2)
Solucion.
Para resolver este problema necesitamos descomponer la fraccion racional

————— en fracciones parciales.
(k +D(k +2)

Informalmente introduciremos las acciones basicas relacionadas con este tema,
el cual se presentard en un Capitulo posterior
En primer lugar notemos que la fraccion racional dada tiene como
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denominador un polinomio de grado mayor que le polinomio del numeradory,

ademas, que el numerador esta factorizado en polinomios lineales irreducibles; cada

uno de estos factores lineales genera una fraccion parcial del tipo , de tal

ax+b
manera que debemos encontrar el valor real de A.

Tenemos:
1 A N B
(k+D)(k+2) k+1 k+2

1 _ A(k+2)+B(k +1)
(k +DKk+2) (k+1)(k+2)

=1=Ak+2)+B(k+1) (¥
Si damos valores arbitrarios a k, sucesivamente, podemos determinar Ay B
Si k =—1 entonces (*) queda: 1= A
Si k = -2 entonces (*) queda: 1=-B

Entonces: 1 = ! - L de donde

k+D(k+2) k+1 k+2°

n n l
Z(k +l)(k+2) kzzl(k +1 k+2j

Si  consideramos la sucesion (—2 , usando la propiedad telescépica

n
Z(ai —-a;1) =a, —4a, tenemos:

n n n 1 1 1
Z(k+1)(|<+2) é[kﬂ k+2j é(mz k+1j n+l 2

_ n
~2(n+))
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n
Demostremos que Z n se cumpleen N
o (k +1)(k +2) 2(n +2)
n
n
Sea P(n
(n): Z * (k +1)(k +2) 2(n+2)
L 1 1

a) P@Q) es V ya que z

_1 y por otro lado
(k+1)(k+2) 2.3 6

!
21+2) 6
1 p
b) Si se cumple que debemos demostrar que
) Pied k;(k+1)(k+2) 2(p+2) q
p+1
> L I . Vedmoslo:
= k+D)k+2) 2(p+3)
% 1 _ p p+1 1
= (k+1)(k+2) kl(k+1)(k+2) kp+1(k+1)(k+2)
_ P " 1
2(p+2) (p+2)(p+3)

_ p(p+3+2 _ p*+3p+2 _ p+l
2(p+2)(p+3) 2(p+2)(p+3) 2(p+3)

4) Calcule, usando formulas, la suma de todos los numeros impares entre 100 y 500
Solucion.

Queremos los numeros impares desde 101 hasta 499. Si escribimos un nimero impar
250

como 2k —1 entonces la suma pedida es z (2k —1) ; tenemos:
k=55

250 250-50 200 200
> (k-1 = > [2(k+50-1]= Z(Zk +99) = ZZk + 299
k=51 k=51-50

= 2% +200(99) =

5)Determine una formula para i(—l)k k y demuestre la validez de éstaen N
Solucion. -

i(—l)kk:—1+2—3+4—5 ......... —(2n-1)+2n

- =—(1+3+5+...+(2n-1))+(2+4+6+.....+2n)

= —Zn:(Zk -+ ZH:ZK = Zn:(—Zk +1+2k)=n
k=1 k=1 k=1
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Veamos ahora la induccion pedida
2n
Sea P(n): > (-1)*k =n
k=1
21
a) Como > (-1)"k =-1+2=1 entonces se cumple P(1)
k=1

2r
b) Si P(r)se cumple, es decir, si Z(—l)k k =r, debemos demostrar que

k=1
2(r+1)
P(r +1) también se cumple, es decir, debemos demostrar que Z(—l)k k=r+1
k=1
2(r+1) 2r+2 2r
DED k=D (D k=D (-Dk-@r+D+@2r+2)=r—(2r+)+@2r+2)=r+1
k=1 k=1 k=1

4.2.2 SUMATORIA DOBLE

4.2.2.1 Definicion de sumatoria doble
Supongamos el siguiente arreglo rectangular de nimeros:

all a12 e e e e alm
azl a22 e e e e azm
Qy @y - e e e Ay

m
Si sumamos los términos de la primera fila obtenemos: Zalj
j=1

m
Si sumamos los términos de la segunda fila obtenemos: Zazj
j=1

m
Si sumamos los términos de la n-ésima fila obtenemos: Zanj
j=1

n m
Ahora, si sumamos estas sumas obtenemos: Z (z ;)

i=1 j=1
Por otro lado

n
Si sumamos los términos de la primera columna obtenemos: Zail
i=1
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n
Si sumamos los términos de la segunda columna obtenemos: Zaiz
i=1

n
Si sumamos los términos de la m-ésima columna obtenemos: Zaim
i=1

m n
Ahora, si sumamos estas sumas obtenemos: Z (Z a;)
=1 i=1

Naturalmente que estas sumas dobles son iguales (forman la suma de todos los

términos del arreglo) por lo que podemos afirmar que ( aceptando como definicién)

4.2.2.2 Propiedades de la sumatoria doble

Se cumple:

a) Zn:ik:nmk,kei}{
i=1 j=1

b) Zn:ikau :kzn:iau keR
i=1 j=1 i=1 j=1

c) anzm:(a +b, )—an +mZa
i=1 j=1

) YYab, —(Za)(Zb )
i=1 j=1

Observacion.
Si aplicamos la suma iterada a la sumatoria doble podemos mostrar las

propiedades, por ejemplo:
n m

D> D (a+b;) = Z Z(a +b;) Zn: maiJribj =mZn:ai +nibj
-1 i—1 j-1

i=1 j=1 i=1| j=1 i=
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Ejemplo.
3 4
Calcule > > (2i+ j)
i=1 j=1
Solucién.
3 4 3
DD (i+j) = 3ZJ+422I 4(4+1) 3(3;1) =78
i=1 j=1

4.2.3 EJERCICIOS PROPUESTOS

6 5
1) Si se sabe que) (2x;, —3)=18; > (x, —6)* =182 y x; =8 , determine el valor
i=1 i=1

6
de Y x? Resp. 184

i=1

n 6 —
2) Sabiendo que > a; =2n? +3n encuentreel valor de Za,_gS y a,
i=1 i=1

Resp. 20 ; 13
15
3) Determine el valor de ) i(i —3)

i=5

7 10
4) Si se sabe que Y X/ =196; D (2x;—3)* =1130 ; Xg =Xy =3 X;p =5 ,

i=1 i=1

7
determine el valor de z X;
i=1

6 7
B) Si Y (2x-1)*=4 ; Z(xi +1)(x, -1) =129 y x, =—4, determine el valor de

i=1 i=1

Z(ZX —5)2(2x +3)°

i=1

6) Encuentre una férmula que permita sumar los n primeros términos de la sucesion:

a) (2n-1),_, Resp. n?
b) (6n3)ne,\l Resp. n(n+1)(2n+1)

7) Calcule:
a) 3+6+..+198 Resp. 6.633

b) —12 +22 —32 + 4% —5% + 6% —.....— 997 +1002

C) 2+4+6+8+...+200 Resp.10.100

UNIVERSIDAD DE SANTIAGO DE CHILE
FACULTAD DE CIENCIA - DPTO. DE MATEMATICA Y C.C.

68



MATEMATICA GENERAL 10.052, HERALDO GONZALEZ S.

d) 1+3+5+7+9+....+199 Ressp. 10.000

e)—12 +22 3% +4? 5% 162 —.....— 99 + 1002
8) Calcule:
& 1 1 2575
z - - - Resp.——
=10+ ((+1)(+2) 5.151
100 k 1 100
————| Resp. —
)Z[ } P 101

c) Zn:[(k +1)Ln(k +1) —kLnk]| Resp. (n+1)Ln(n+1)

k=1

9) Usando descomposicion en fracciones parciales y propiedad telescépica, determine
una férmula para:

2 Z|(|+1) esp- m

n

b) ¥—— =  Resp. ———
= (21+3)(21+1) 3(2n +3)
N 2k-1 3 4n+3
9 ék(k+1)(k+2) P 2 D+ 2)

noK+2 1
d — = _ Resp.1-————
) ék(kﬂ)zk P (n+1)2"

4 1 7 1 1 1
e) > —————— Resp. —— n +
Sk +D)(k+3) 36 6(n+1) 6(n+2) 6(n+3)

5 4 3
10) Resuelva la ecuacion x> (2i +i+1) - > (i +3i*) = xD_(2i’ +8i)
i=1 i=1 i=1l

11) Determine el valor de las siguientes sumatorias:

('+3) c)Z(u 3)(2i+5) d) ii(. 2)(j+2)

i=l j=2

a) Z(3I 5) b) Z
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9> > (i —3i)(i+T2)

5
i=0 j=1

5 5 5
12) Si se sabe que Y x7 =30 ; > x; =18 ,determineel valorde »(x; —2)
i=1 i=1 i=1
Resp. -22
6
>a

6 6 _ 6
13)Si Y (8 -3)* =D (8 +2)* y =-—=10 ,determineel valorde )" a;(a; - 3)
i=1 i=1

i= Zai i=1
i=1

Resp. 21
10 7
14)Dado ) (2x; —3)* =1130 ; D x{ =196 ; X3 =3 ; X, =3; Xy =—5. (Cudl es el
i=1 i=1

7
valor de >’ x; ? Resp. -11

i=1

4 4 4
15)Si D %, =12 ;> x;(2-3x;) =306, determineel valor de )  (x; +2)

i=1 i=1 i=1

Resp. 174

8 8 8
16)Dado D> x? =25 y > x, =12, determineel valor"k" si D (4x, — 2k)* = 4.000
i=1 i=1 i=1

Resp.k=0,k=6

6 5
17) Calcular el valor de la constante “c”, si se sabe que: » > (2x, -3y, +¢) =6.000
i=L j=1
6 5

, D % =18; >y, =22. Resp.207,2

1
i=1 =1
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4.3 PROGRESIONES
4.3.1 Progresion Aritmética
Definicion.
Una sucesion real (a, ). _,, se llama Progresion Aritmética, denotada P.A. si:

4 =8
a,, =a,+d , paraalgind e R — {0}, vne N

Observacion.
1) a, se llama “primer elemento de laP.A.”

2) d=a,,; —a, sellama “diferencia de la P.A.”

n+1

3) Si d >0 entonces laP.A. es creciente
Si d <0 entonces la P.A. es decreciente

4) Sia,b,c estdn en P.A.entonces b—a=c—-b, esdecir, 2b=a+c

Ejemplos.
1) lasucesion de los nimeros naturales es una P.A. con primer elemento a;, =1
y diferencia d =1

2) La sucesion formada por los nameros: 7,5,31,—-1,—3,-5,.... es una P.A. con
primer elemento a, =7 'y diferencia d=-2. Observe que:
-2=5-7=3-5=-1-1=..

4.3.1.1. Teorema regulatorio
Teorema.
Si (a,),.es unaP.A. con primer elemento &, y diferencia d entonces:

a) a,=a,+(n-1)d , neN

b) Ya - 2[2a1 +(n-1)d]
i=1

Demostracion a)
Sea P(n):a, =a, +(n-1)d

a) P() esVyaque a, =a, +(1-1)d

b) Si P(k) es verdadero, es decir, si a, =a, +(k —1)d , debemos demostrar que
P(k +1) también es verdadero , es decir, debemos demostrar que
a,.,, =a +((k+1)-1)d; veamoslo:

a.,,=a +d=a +(k-1)d+d=a, +kd
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Demostracion b)

Usaremos el Segundo Principio de Induccion Matematica.

Sea P(n): Za = 2a1+(n l)d] debemos demostrar:
a) P V b) SiP(n)esVVvne N,n<k ,entonces P(n+1)V

a) P(1) esverdadero ya que Za =4, y por otro lado —[2a1 +(1- 1)d]

i=1

b) Si P(n)esV Vne N,n<Kk entonces se cumple Za =5 2a1 +(n— 1)d] debemos
i=1

. Lk} n +1
demostrar que P(n+1) es verdadero, es decir, que Za

i=1

—=[2a, +nd]

Veamoslo.

n+l n+l

Za —Za + 4

i=n+1
n
= E[Za1 +(n-1d]+a,,
:E[Zal +(n-1d]+a, +nd
=Nna, +g(n—l)d +a, +nd

=(n+1a, +B(n—1)+n}d

n(n+1)

=(n+1)a, + d

n+1[2a1 +nd]

Ejemplos.

1) Enuna P.A. cuyos tres primeros términos son: 5, 11, 17 determine:
a) el quinto término
b) lasuma de los 17 primeros términos
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Solucion.
Como a, =5y d =11-5=6 entonces:

17
8) ag=a +4d=5+4.6=29 b) Zai:%[2-5+16-6]:901

i=1
2) Interpolar(intercalar) ocho medios aritméticos entre 6 y 36

Solucion.
Estamos considerando una P.A. donde el primer término es a, =6 y el décimo

término es a,, = 36. Necesitamos la diferencia d
10 o, .
Como a;, =a, +9d entonces 36 =6+9d de donde d =3 " 33, asi, los
términos pedidos son: a, =6+33=9%,a; =93+31 =122 0 a; =6+2(33) =124
a, =16,a; =19%,a5 =22%,a, =26,8, =29%,a9 = 32%

3) Determinar tres nimeros cuya suma sea 15y la suma de los cuadrados sea 83.
Solucién.

Consideremos: a, =x—d,a, = X,a; =X+d los tres nimeros en P.A.

Como (x—d)+x+(x+d) =15 entonces x =5, asi los nUmeros son:
a,=5-d,a,=5,a;=5+d.

Dado que la suma de los cuadrados de los nimeros debe ser igual a 83 entonces
obtenemos la ecuacion (5—d)? +5% + (5+d)? =83; al resolver esta ecuacion
de segundo grado obtenemos: d; =2,d, =-2

Sid=2, x=5tenemos a, =3,a, =5,a; =7; unaP.A. creciente

Sid=-2, x=5 tenemos a, =7,a, =5,a5 =3; unaP.A. decreciente
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4.3.2 PROGRESION GEOMETRICA
Definicion.

Una sucesion real (a, ) _, se llama Progresion Geométrica, denotada P.G. si:

a,,=a,-r,paraalginr e R—{l},vne N

Observacion.

1) a, se llama “’primer elemento de laP.G.”

a 4 ”
2) r=-—"1L sellama “razon del P.G.
an

3) Si r >1entonces la P.G. es creciente
Si 0<r <1 entonces la P.G. es decreciente
Si r <0 entonces la P.G. es oscilante

4) Sia,b,cestan en P.G. entonces g:%,es decir, b® = ac

Ejemplos.

1) La sucesion cuyos primeros términos son: 2, 4, 8, 16, 32, 64,....es una P.G., donde

. o . 4 8 64
el primer término es a, =2 ylarazén esr=2=—=—=—=...
2 4 32

2) Si los 4 primeros términos de una P.G. son 3, -6, 12, -24 entonces el primer

término es a, =3 y larazon es r =-2

4.3.2.1 Teorema regulatorio
Teorema

entonces:
a) a,=a,-r"',neN

n n
b) Zai =a11 '
i-1

1-r
Demostracion.
Veamos, antes de realizar la demostracion, la forma en que se producen las formulas

propuestas.
a) a, =a
a,=a,-r

a,=a,-r=(.-r)-r=a - r’
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a,=a,-r=(a-r’)-r=a,-r’

Resulta inmediato creer que a, =a, -r"*

n
b) > a =a +a,+a, +....+a,, +a,, es decir
i=1
n
da=a+a, r+a r’+...+a " +a-r
i=1
Si multiplicamos esta Gltima igualdad por r obtenemos

n
rY a=a-r+a r’+...+a r">+a -r"‘+a -r";alrestar las dos expresiones
i=1

n n n
tenemos: Y &, —r» a, =a, —a,-r", asf. 1-r)> a, =a(1-r"), de donde, finalmente
i=1 i=1 i=1

n 1-r"
;ai B

Demostremos ahora, por induccién, las formulas obtenidas
a) Sea P(n):a, =a, -r""entonces:
i) P(1)es verdadero yaque a, =a, -r'*
i) Si P(k) es verdadero, es decir si a, = a, - r** debemos demostrar que
a,,, =a,-r,veamos esto Ultimo
A = 'r:(al'rk_l)'r:al'rk

b) Sea P(n):> a = all_r
i-1 1-r
1 l_rl
i) P(2) es verdadero ya que Zai =a, =4 1
i1 -r
k 1_ rk
ii) Si P(k) es verdadero, es decir si Zai =a, debemos demostrar que
i=1 -
K+1 1_rk+l
D a, =a,——; tenemos:
= 1-r
k+1 k 1_rk ) 1_ r.k )
a=»a+a,=a +a,-r‘=a +r
; i ; i k+1 ll_r 1 1(1_r )
1_rk+rk_rk+1 1_rk+1
=a = al
1-r 1-r
Ejemplos.

1) EnunaP.G. cuyos tres primeros términos son 3, 6, 12, determine
a) el quinto término
b) la suma de los diez primeros términos

UNIVERSIDAD DE SANTIAGO DE CHILE
FACULTAD DE CIENCIA - DPTO. DE MATEMATICA Y C.C. 75



MATEMATICA GENERAL 10.052, HERALDO GONZALEZ S.

Solucion.
Como el primer término de laP.G. es a; =3 y larazon es r = 2 entonces:

. 4 10 1_r10 1_210
a) a;=a,-r =3.2"=48 b) Zaizal =3 =3.069
= 1-r 1-2

. A 27 : _
2) ¢Qué lugar ocupa el término de valor " en una P.G. que tiene primer elemento

4 ) 3
con valor gtal que larazones r = E?

Solucioén.

4 2

27 4 (3\"' 27 3 (3\"' (3} (3"t
—=— | =>=—==|Z| =|=| =|=| ,asi,n=5Yy entonces el
4 32 4 4 (2 2 2

. A : 27
quinto término tiene valor "

27 4 (3\"*!
Como a, =a, -r"* entonces queremos n, tal que —=§-(—j

3) Lasuma de tres numeros en P.G. es 70, si se multiplica los dos extremos por 4y el
término central por 5 entonces los nuevos nimeros estan en P.A. Determine los
nameros originales,

Solucion.

Si denotamos por a al primer nimero entonces, los otro nimeros son ar y

ar?. Por los datos disponibles obtenemos la ecuacién a+ar +ar?® = 70

Por otro lado, los nimeros 4a,5ar , 4ar? quedan en P.A.y entonces, la

ecuacion que podemos deducir es 5ar —4a = 4ar? — 5ar (ambos lados son igual
a d) ; arreglando esta Gltima expresion obtenemos 4ar? —10ar +4a =0

Como a = 0 entonces la ecuacion queda 4r® —10r +4 =0, lacual tiene

., 1
solucién r:2,r:§.
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Reemplazando en la primera ecuacion deducida obtenemos:

r=2=a+2a+4a=70= a=10, asi, los numeros pedidos son 10, 20, 40
1 1 1 ] . :
r= > = a+§a+za =70 = a =40, asi, los nimeros pedidos son 40, 20, 10

4) Los reciprocos de b—a, 2b, b—c forman una Progresion Aritmética, demuestre
que a, b, c estdn en Progresion Geomeétrica.

Demostracion.

Si ot estdn en P.A. entonces se cumple ER = BE , usando

b-a' 2b’ b-c¢ 2b b-a b-c 2b’

ésta igualdad debemos probar que g = % , es decir, que b® = ac

.1 1 1 1 b-a-2b 2b—-(b-c) . —b—-a b+c
Si ————=————entonces = , es decir = :
2b b—-a b-c 2b 2b(b—a) 2b(b—c) b-a b-c

al seguir trabajando obtenemos b” = ac

4.3.3 PROGRESION ARMONICA
Definicion.
Una sucesion real (a,)._, se llama Progresion Armonica, denotada P.H., si

1 - s
[—j es una Progresion Aritmética; a, =0, Vn
neN

an

Ejemplos.

1 1
47’
reciprocos 1,2, 3,...,n,.... es una P.A.

1) La sucesion: 1,

1
3 ..es una P.H. ya que la sucesion formada por los

N |-

2) Si los nameros X, Yy, z estan en P.H. demuestre que yzﬁ
X+2
Demostracion.
111
Si X, Y,z estanen P.H. entonces —, —, — estan en P.A.
X'y z
Si 1 1 1 estan en P.A. entonces 1—1:1—l de donde E:lﬁtl,
X'y z y X z 'y y X z
finalmente: y :ﬁ
X+2
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4.3.4 EJERCICIOS PROPUESTOS

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

Se sabe que los dos primeros términos de una P.A. son a, :%, a, =§

Determine:a) as b) a,, ¢) > g

Sea (a, ),y UnaP.A. Sabemos que:

a) Lasuma del tercer y cuarto término es igual a 43y que la diferencia entre el
octavo término con el quinto término e igual a9 (ag —as; =9); determine el

primer término.

b) Lasuma del cuarto término con el sexto término es igual a8y la suma del
quinto y noveno término es igual a 9. Determine el segundo término

c) Ladiferencia desel 40% de a,. Exprese a, como porcentaje de la suma de los
10 primeros términos.

d) El primer término es -2, el dltimo término es 29 y la suma es 155. Cual es la
diferencia d?

e) EIl tercer término esigual al cuédruple del primeroy el sexto término tiene
valor 17. Determine la progresion.

1-42 A —1)2
2 2
a) Demuestre que los elementos de A estan en P.A.

Sea A:{ai/ai: ,1sisn,neN}

|
b) Determine > a,
k=1

¢Cuéntos términos de la P.A. cuyos tres primeros términos son —62,-6%,—-6 se
deben sumar para obtener — 52% ?

La suma de tres nimeros en P.A. es 39 y su producto es 2.184. Determine los
ndmeros.

La suma de 5 numeros en P.A.es 40y la suma de sus cuadrados es 410. Determine
los niUmeros

La suma de los p primeros términos de una P.A. es g, y la suma de los q primeros
términos es p: Calcule la suma de los p + q primeros términos.
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8) Sumar los n primeros términos de las siguientes P.A.

a) 24/3,3v3,443,....

b) %,10&,%,....

c) 2a—-b,4a-3b,6a-5b,...

d) a+b,a13a—b

e) a4a__a ’
a a a
1+k 4k
f , —
) 1-k "1-k2

9) Lasuma de tres nimeros en P.A es 12 y la suma de sus cubos es 408, determine los
ndmeros.

10) Demostrar que la suma de un numero impar de términos de una P.A. es igual al
término central multiplicado por el nimero de términos.

11) Verificar que el cuadrado de las cantidades a® —2a—1,a* +1,a* + 2a—1 forman
una P.A.

12) Una empresa tiene una produccion de 20.000 unidades en el primer afio e
incrementa su produccion, cada afio, en 1.200 unidades.
a) ¢Cuanto producira el quinto afio?
b) ¢Cual sera la produccion total en los primeros 5 afios?

13) La produccion de una empresa es de 15.000 el primer afio, luego la produccion
disminuye a razon de 750 por afio.
a) ¢Cual es la produccion total en los primeros cinco afios?
b) ¢Cuando la produccion sera nula?
c) ¢Cuanto habra producido la empresa hasta que la produccion sea nula?

14) Una empresa A tiene una produccion inicial de 1.000 unidades y disminuye a razén
de 100 unidades por afio. Una empresa B tiene una produccion inicial de 500
unidades(el afo inicial es el mismo en ambas empresas) y aumenta su
produccion en 25 unidades cada afio.

a) ¢Cuando seran iguales las producciones de Ay B?
b) ¢Cuando sera nula la produccion de A?
c) ¢Cual sera la produccion de B ese mismo afio?
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15) En una P.G. la suma de tres términos es 224 y la suma de los extremos excede en
96 al término central. Calcule los nUmeros

16) Sea (a,) .y UnaP.G.
a) Sia +a,=28y a;+a,=175calculeel quinto termino
b) Sia,+a; =30y a; —a; =8 calcule el primer termino

17) Sume los n primeros términos en cada una de las siguientes P.G.

N |-

2
,9 youee

Wl

a)

b) 1,5,25,..
) 24,12,6,..

18) Interpolar 5 medios geométricos entre 3% y 402

19)Si a,b,c,d estan en P.G. demuestre que (b—c)? +(c—a)? +(d —b)* =(a—d)?
20) Intercalar dos nimeros reales entre % y % de modo que los tres primeros formen

una P.A.y los tres altimos formen una P.G.

21)Si x,y,z estan en P.A. demuestre que x +xy+Yy? , y2+yz+z? , 2?2 + X+ x°
estan en P.A.

22)Sean X,Y,z tres numeros en P.A,. tales que su suma es 24. Si restamos uno al

primer término y dos al segundo, los nuevos nimeros quedan en P.G.; determine
los nimeros originales

23) Calcule la suma de todos los nimeros impares entre 100 y 500

a+b , b, b—JZrC estan en P.H. demuestre que a , b , ¢ estan en P.G.

24)Si

25) Interpolar dos medios armonicos entre 5y 11

26) Si 12 y 4.815 son los medios geométricos y armonicos, respectivamente, entre dos
numeros; determine a estos numeros.
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4.4 ANALISIS COMBINATORIO
Podemos considerar el analisis combinatorio como el conjunto de
procedimientos y técnicas que nos permite determinar el nimero de subconjuntos que
pueden formarse a partir de un conjunto dado, de acuerdo a ciertas instrucciones.
Estas deben indicar claramente como se diferencian dos subconjuntos entre si,
de acuerdo a:

- lanaturaleza de los elementos

- el orden de los elementos

Realizaremos el analisis combinatorio sin repeticiéon, es decir, cada elemento

debe aparecer una unica vez en cada subconjunto.

4.4.1 PRINCIPIO DEL ANALISIS COMBINATORIO

Si un evento, hecho o suceso se realiza de “n” formas distintas y otro
evento, independiente del anterior, se realiza de “r”” formas distintas entonces, los
dos eventos se realizan, conjuntamente, de “nr” formas distintas.
Observacion.

Al Principio del Anéalisis Combinatorio también se le Ilama Principio
Multiplicativo.

Ejemplo.

Si entre dos ciudades A y B existe una linea de buses que las une y que dispone
de 10 maquinas en uso ¢De cuantas maneras una persona puede ir de A a B u volver
en un bus distinto?

Solucion.
Como ir de A a B se puede realizar de 10 maneras distintas y volver de Ba A

de puede hacer de 9 otras formas distintas entonces, realizar el viaje completo, en las

condiciones planteadas, se realiza de 10-9 =90 maneras
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4.4.2 FACTORIAL DE UN NUMERO

Definicion.
Sea neN u{0}. Definimos el factorial de n, denotado n!, que se lee
“factorial de n”” como:

e 1 si n=0
" n-(n=D!si nx1

Ejemplo.
41=4.31=4.3.21=4-3.2-11=4.3-2.1-1=24

Observacion.
Es inmediato notar que n!'=n(n-1)(n—-2)-....-3-2-1

Ejemplos.
1) Determine ——
(x=2)!
Soluciodn.
Xt x(x-=D(x=-2! _ X(x —1)
(x—2)! (x=2)!

(x=D'+ 2(x+1)!:

2) Solucione la ecuacion 13
xI—(x=1)!
Solucion.
—1! I —11 !
(x 1).+2(x+1).:13:>(x DI+ 2(x +1)x(x 1).:13
xI—(x-1)! X(Xx=D'!-(x-1)!

N (x-DL+ 2x(x+1)]:13
(x=-DI(x-1)

1+ 2x(x+1)
- =
x-1

13

= 2x%2 —11x+14=0

Naturalmente que la solucién es x =2
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4.4.3 VARIACIONES
Sea A unconjunto con n elementos, llamamos variacion de orden k, k<n,
atodo subconjunto ordenado de A que tenga k elementos

Observacion.
Dos variaciones de orden k son diferentes tienen, al menos un elemento distinto
0, si teniendo los mismos elementos, estos estan en distinto orden

El nimero total de variaciones de orden k que se puede formar, seleccionado los
elementos de un conjunto que tiene n elementos se denota V (n, k) o Vnk

Proposicion.
n!
(n—k)!

El ndmero de variaciones V(n,k) es V(n,k) =

Demostracion.
El primer lugar de la k-upla se puede llenar de n formas distintas
El segundo lugar de la k-upla se puede llenar de n —1 formas distintas

El tercer lugar de la k-upla se puede llenar de n—2 formas distintas

El k-ésimo lugar de la k-upla se puede Ilenar de n — (k —1) formas distintas
Usando el Principio Multiplicativo, llenar los k lugares de la k-upla se puede
realizarde n-(n—1)-(n—2)-...-(n - (k —1)) formas, ahora:

(n=K)-(n—k-1)-.....3-2:1
(n—K)-(Nn—k-1)-.....-3-2-1

V(nk)=n-(n-1)-(n-2)-...-(n—(k - 1))

n-(n=-1-..-(n-(k-1)-(n-k)-(n-k-1)-....-3-2-1 _ n!
- (n-k)-(n-k-1)-...-3-2-1 ~(n—k)!

Ejemplo.
¢Cuantas palabras de 3 letras se puede formar usando las letras a,b,c,d ?
Solucién.
Como el orden de las letras en cada palabra interesa entonces estamos frente a
41

T TR

variaciones y la respuesta es: V (4,3) =
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Ejemplo.

¢Cuantas sefiales diferentes se puede formar, si disponemos de 6 banderas de
colores diferentes las cuales se colocan en un mastil, una tras otra, si se puede usar
cualquier nimero de ellas a la vez?
Solucion.

Como el orden de las banderas en el mastil es importante entonces el

6
problema es de variaciones y la respuesta es ZV (6,Kk)
k=1

4.4.4 PERMUTACIONES
Una permutacion de orden n es toda variacion de orden n

Observacion.
Dos permutaciones de orden n tienen los mismos elementos y son diferentes
solo por el distinto orden que presentan los elementos

Al nimero total de permutaciones de orden lo denotamos P,

Proposicion.
El ndmero de permutaciones de orden nes P, =n!
Demostracion.

I
P,=V(n,n)= n:

—— =—n!
(n—n)!
Ejemplo.

¢De cuantas maneras se puede ordenar 6 libros en un estante?
Solucion.

De P, =6!=720 formas distintas

Si de estos libros, 3 de ellos forman una coleccion y por lo tanto van juntos, el
numero total de distribuirlos es ahora P, =4!=24 maneras

4.4.5 COMBINACIONES
Sea A un conjunto que tiene n elementos, llamamos combinacion de orden
k, k <n, atodo subconjunto de A formado por k elementos

Observacion.
Dos combinaciones de orden k son diferentes s6lo si tienen al menos un
elemento diferente, dado que el orden de los elementos no interesa.

Al numero total de combinaciones de orden k lo denotamos C(n,k) o también
or n
P k
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Proposicion.
C(n,k)

Demostracion.

B n!
~ k!(n—k)!

Como cada variacion de orden k genera k !variaciones de orden k entonces

V(n,k)  n!
k! k!(n—k)!

k!C(n,k) =V (n,k), de donde: C(n,k) =

Ejemplo.
1) Si una prueba contiene 7 preguntas y el alumno debe responder s6lo 4 de ellas
¢ Cuantas posibles tipos de pruebas espera como respuesta el corrector?

Solucion.
Como el orden de las respuestas no interesa, el nimero pedido es

cc-[[]-

2) En un grupo de 15 muchachos y 10 nifias ¢(De cuéntas maneras puede formarse un
grupo compuesto por 3 muchachos y 2 nifias?
Solucion.
Como al formar el grupo no interesa el orden entonces, los 3 muchachos pueden

seleccionarse entre los 15 disponibles de C(15,3) formas, por otro lado las 2 nifias
pueden seleccionarse de entre las 10 nifias de C(10,2).

Usando el Principio Multiplicativo concluimos que, el grupo puede formarse

de C(15,3)- C(10,2) = 20.475

Observacion.

Se cumple:

a) (:j:l,VneN U {0}
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>

kj ( ] vnkeNuU{o},k<n

1
f n+ ,Vn,keNu{O},k<n
k k+1 k+1

Demostracion

n n\_ n! nl
e)ﬁJ+(k+J_k!m—kﬂ+(k+DKn—k—D!

=(k+1)n!+(n—k)n!

e)

(k +1)!1(n—K)!
~ n'k+1+n-K]
~ (k+DY(n—k)!
_ (+)nt (n+D!  (n+l
C(k+DI(n-k)! (k+D!(n—k)! (k+1
Ejemplo
(n+1j (n+1j (n+2) (n+3j
Compruebe que +
k k+1 K+2 K+2
Solucioén

Usando la Gltima afirmacion tenemos:

n+1 N n+1 . n+2 B n+2 . n+2 B n+3
k k+1) \k+2) (k+1) \k+2) |k+2
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4.4.6 EJERCICIOS PROPUESTOS

1)

2)
3)

4)

5)

6)

7)

8)

9

Existen 3 caminos para ir de las ciudad X a la ciudad Y, y 2 caminos para ir de la
ciudad Y a la ciudad Z. ;Cuantas rutas distintas puede realizar una persona para ir
desde X a Z? Resp. 6 rutas

¢ Cuantos nimeros de 4 digitos pueden formarse con los digitos 1, 2, 3, 4? Resp. 24
¢ Cuantos de tales nimeros son menores que 3.000? Resp. 12

¢Cuéntas sefiales puede mostrar un barco que dispone de 7 banderas, si cada sefal
consiste de 5 banderas colocadas verticalmente en un asta? Resp.2.500 sefiales

¢De cuantas maneras pueden ubicarse 9 estudiantes en 3 habitaciones donde cupen
3 estudiantes en cada una? Resp. 1.680

¢Cuéntas palabras que contengan 3 consonantes y 2 vocales se pueden formar con
6 consonantes y 4 vocales? Resp. 1.440

En una reunion hay 16 estudiantes y 4 profesores

a) ¢Cuantas comisiones de 5 personas cada una pueden formarse si en cada
una de ellas deben participar 2 profesores?

b) ¢Cuantas comisiones de 5 personas cada una pueden formarse si en cada
una de ellas participan a lo mas 2 profesores?
Resp a) 3.360

De un naipe de 52 cartas se extrae, al azar, 3 de ellas; determine:
a) El numero de grupos que se puede formar
b) El ndmero de maneras de extraer un as
c) El ndmero de maneras de extraer al menos un as

o5 L

Si 4 personas entran a un cine en el cual hay 7 lugares vacios ¢De cuantas maneras
diferentes se pueden sentar? Resp. 840

10) Simplifique:

2 (n+1)!+n! b) (k+lj
(n+1)!—n! n
W
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11) Resuelva las siguientes ecuaciones

2X 2X—2
a) + =& Resp. x=6
x—-1 X 35

0 (2x)! ‘x!(x—2)!:132 Resp. =6
x=-DI(x+D! (2x-2)! 35

12) Verifique que: 2n!'—(n-1)!(n-1) =n!+(n-1)!

13) Verifique si se cumple:
n n n n+2
+2 + =
HSONERNEY

.. n+2 n+2 n+2 n+?2 n+5
14) Verifique que: +3 +3 + =
k+3 k+2 k+1 k k+3
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4.5 TEOREMA DEL BINOMIO
4.5.1 Teoremay propiedades

Teorema.
n

Sean a,beM,ne N, entonces: (a+h)" =Z

k=0
(njan—kbk
k

1
P(1) es verdadero ya que (a+b)' ="

k=0
11 1
R
co\kK !
r
Si P(r) es verdadero, es decir, si (a+hb)" ="
k=0

~(a+b) (a+h)

n
k

i

Demostracion.
n

Sea P(n): (a+h)" =)

k=0

1
( jal‘kb" ,esto Ultimo dado que

1
0

b) (;jar‘kbk debemos demostrar que

r+1

@+b)™=%

k=0

r+1 i
) ja”l‘kbk . Veamoslo

(a + b) r+l

_ (i(rJaf—kbk)(am)
k=0 k

_ ( jar +[ ]ar‘1b+...+( ' Jar‘(k‘l)bk‘l+...+[rjb’}(a+b)
i k-1 r

jawl_i_(

0

ul

r r

1

o
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— (a + b) r+l1
Observacion.

1) Desarrollando la sumatoria obtenemos:

(a+h)" = Z(:ja“‘kb"

k=0

P T L T B T S
0 1 2 k-1

n n _
+(n 1}31”‘(”‘1)b”‘1 +( )b” - es decir, en el desarrollo de
- n

(a+b)" obtenemos (n +1) términos.

_— . N no(k-1)pk-1 S
2) El término de lugar k, denotado t, , es: t, = K1 a b"™, 0 quizas mas
n
facil, el (k +1)-ésimo término es t, ,, = (kja”‘kbk :
Ejemplos.
1) Desarrolle: (2a +b)*

Solucion.

(2a +b)*

(4 akpk (4 s (4 3 4 202 (4 3 [4).4
_kz(:)(kJ(Za) b —(OJ(Za) +(1)(2a) b+(2J(2a) b +(3](2a)b +(4)b
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=1-16a* +4-8a%-b+6-4a%-b®> +4-2a-b®> +1-b* =16a* + 32a°b + 24a’b? +8ab® +b*

Observe que el coeficiente de ab® es 8

2
2) En (1—)(7)14 determine:

a) el quinto término
b) el(los) término(s) central(es)

Solucion.

14 2 :
a) to=| Tl X4 —1001. X ~100L,s
4 2 16 16

b) Si el exponente del binomio es un nimero par, entonces existe un Unico término

central, asi, si n es par, entonces el término central es : t
14 2 14

SO L] IR Y
7 2 7)27

15
. - o 3
3) Determine el coeficiente de x'®(si existe), en el desarrollo de (xz + —j
X

o . el término pedido es
§+l

Solucion:

15 3\
Supongamos que x*® e t,,, = { ) j(xz)15 k(éj , entonces
X

15 15
X8 e ( ) )x”‘z" Kx* = ( ) J3" x*073¢  Esto nos indica que x*® = x**= de donde

15
30 - 3k = 18, asf, k = 4. Deducimos que el coeficiente de x*es (4 j34
4) Determine el coeficiente de x™ (si existe), en (1+ 2x +3x?)(L+ x)*

Solucion.

A+ 2x+3x3) A+ )= 1+ x)" + 2xA+ ) +3x* 1+ x)*?
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12 L 12 12-k k & 12 k H
Como (1+x)*“ =" X<=>" X ,concluimos que:
k=0

k=0 k

12 12
el coeficiente de x'° es [10] el coeficiente de x° es[ 9 Jy que el coeficiente de

12 ..
x® es( 6 j asi, el coeficiente de x®en el desarrollo de (1+ 2x +3x?)(1+ x)* es

MEBHEH

5) ) Determine el coeficiente de x° en (2 + x + x?)"
Solucion

En primer lugar escribimos la potencia del trinomio como [(2 +X) + x2]1° y ademas

n (n
tenemos que (2+x)" = Z[ jZ”‘p x?, entonces:
p=1
6 6 10 10-k 2\ k 14
Sea x° et, , entonces x° € ) (2+x)77(x°)", asi,

10\ 10-k(10 — k 10-k(10)(10 — k
x5 e { ‘ ][Z[ JZlO—k—P xp}(xz)k , es decir, X8 ¢ Z[ ) ]( leO—k—p ¥ Pr2k
p=1

. P p

Como se debe cumplir que p + 2k =6 entonces las posibilidades son:
(p=0Ak=3),(p=2Ak=2),(p=4rk=1), de donde, el coeficiente de x°es

(alo) (2 el (2

4.5.2 EJERCICIOS PROPUESTOS

. o 1
1) Determine el sexto téermino en el desarrollo de (Ea—?,)6

8
2
. A X© X
2) Determine el sexto término en el desarrollo de(7—§J

15
. - . 3
3) Determine el coeficiente de x'®(si existe) en el desarrollo de (xz +—j
X
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8
- L. L. 1
4) Calcule el coeficiente numérico del término central de (35——tj

5) (Es cierto que el coeficiente de x*®en (x2 + 2x)10 es 3.360?

il

6) Determine el coeficiente de x en (9x -

7) Determine el coeficiente de x*en (1+ x)1 - x)"

8) Determine el coeficiente de x"en (1— X+ x? X1+ x)"

. .. 0
9) Determine el coeficiente de x°en (1+ X + X2)1

n
10) Demuestre que Z(kj =2"

k=0

11)En (3x + 2)" ¢existen dos términos consecutivos con coeficientes iguales?

12) Determine el coeficiente de x° en (x2 + X+ 3)7

3n 3n
13) ¢(Existe ne N para que el cuarto término de (xz +i2j y (x+i2j sean
X X

iguales?

14)En (x + 1) determine
a) el (los) termino (s) central (es)
b) Coeficiente de x°

a4 2

14
15)En [— + b—J determine (si existen )
b a’
a) el séptimo término
b) el coeficiente de ab

(x+h)* —x*

16) Determine .

. ¢ Qué pasa si h es muy pequefio?

UNIVERSIDAD DE SANTIAGO DE CHILE
FACULTAD DE CIENCIA - DPTO. DE MATEMATICA Y C.C. 93



MATEMATICA GENERAL 10.052, HERALDO GONZALEZ S.

17)En el  desarrollo de (3x+2):Existiran dos términos consecutivos con
coeficientes iguales?

18) Pruebe que los coeficientes de x? y x*en el desarrollo de (x? +2x+2)" son,

respectivamente 2" 'n? y %n(n2 ~12nt

19) Considere p,qeR* tal que p+q=1y P(k):(Ejpkq”"‘, k=01..,n
Demuestre:

a) Zn: kP(k) =np
k=0

D) > (k- np)2P(k) = npg

k=0

4.6 EJERCICIOS DIVERSOS COMPLEMENTARIOS - NATURALES

1) Calcule > k-k!
k=1
Solucion.

n n n

Zn:k-k!:Z[(k +1)-1] k1= [(k+1)-k!-k-k!]=>[(k+1)!-k!] ; notamos

k=1 k=1 K=1
que estamos en condicion de aplicar la propiedad telescopica de las sumatorias,

obtenemos: (n+1)!-1!, asi, > k-k!=(n+1)!-1

k=1

2) Demuestre que Zk -k!'=(n+1)!-1 se cumple en todo N
k=1
Demostracion.

Sea P(n): > k-k!=(n+1)!-1
k=1
Debemos demostrar: a) P(1) esV b) Si P(r)es V entonces P(r+1)esV

1
a) P(1) es verdadero yaque » k-k!=1-11=1=(1+1)1-1=2!-1

k=1

b) Si P(r) es verdadero, es decir, si Z k-k!=(r+1)!-1, debemos demostrar
k=1
r+1

que > k-k!=(r+2)!1-1. Vedmoslo:
k=1
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ril:k kl=(r+2)1-1= Zk ki+ rik k!
k=r+1

=(r +1)!—1+(r +1)-(r+1)!
=(r+)!'Q+r+1)-1
=(r+2)!-1

3) Calcule In] Je*

k=1
Solucién
n
In[Je" =In(e-e®e’-.......e")
k=1
n(n+1
=Ine+Ine’* +Ine*+...+Ine" =1+2+3+...+n=%

4) Demuestre que 3*"? +5°™ es divisible por 14 para todo natural n

Demostracion
Sea P(n):3"""? +5*" =14rparaalgin r € Z

a) P(1) es verdadero yaque 3*? +5** =3° 1 5% =729+125=854=14.61

b) Si P(k) es verdadero, es decir, si 3**? +5%** =14r, paraalgin r e Z ,

debemos demostrar que 3**™*2 4 52D — 145 paraalgln s e Z
Veamoslo.

34(k+l)+2 +52(k+l)+l — 34k+4+2 + 52k+2+l — 34 . 34k+2 + 52 _52k+l
— 34 . 34k+2 + 34 . 52k+1 _ 34 . 52k+l + 52 . 52k+l
— 34 (34k+2 + 52k+1) _ 56 . 52k+1
=3 .14r -14-4.5%" =14(3"r —4-5%*") = 14s
donde s=81r—4.5%" 7

5) Calcule
1 2 99

1 1 1 2 3, 1 2 3 4
—+(=+ —) C+=+)+E+=+=+ )+ —+ ot —)
2 3 4 4 4 5 5 5 5 100 100 100

Solucion.
Denotemos por S a la suma propuesta, entonces, en realidad es cuestion de
escribir la suma propuesta con los simbolos ya estudiados; tenemos:
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00 ZI 100 k-1 101

=

|
S=) =20 E 29 5475
= K k=2 iz k = 2K = 2 kZ; 2
20 ok _q

6) Calcule ;T

Solucion.

20 2k _1 20

kZ; ! Z(4k—1 gkt 1) Z(sz 2 _4k_1) Z(Zk 2 _4k—1

2010, L By, &1,
-1 -

La primera sumatoria corresponde a la suma de los primeros 20 términos

. . : A 1,. 1
de una Progresion Geométrica con primer término con valor (=)™y razén =

en tanto que la segunda sumatoria corresponde a la suma de los primeros 20
términos de una Progresion geomeétrica con primer téermino con valor 1y razon

Usted puede calcular estas sumas con aplicacion de la formula

4

i=1 -r

4.7 EJERCICIOS PROPUESTOS COMPLEMENTARIOS - NATURALES

k

1) Calcule IogH 10 —Zlogk Resp. r](thl)—Zn—Zlogn!
va 100k 2

100 ok

2) Calcule ZF Indicacion. Separe y llega a dos P.G.

k=1

3) Demuestre que Z(p2 +1)p!=n(n+1)! se cumple para todo natural

p=L

4) Calcule Z(\/k +2-— \/?) Indicacion. Sume y reste alguna expresién adecuada

k=1

para usar la propiedad telescépica . Resp.v/n+2 ++/n+1— J2-1
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5)

6)

7)

Calcule %{M—(%)k —M}

k=5

n

Calcule Resp. 1-
2t o

Muestre que la suma de los n primeros naturales mas n” es igual a la suma de

.. , ni3n+1
los siguientes n naturales. Resp. La suma comin es ¥

8) Determine x € R para que x,x—6,x—8 estén en Progresion Armonica
Resp. x =12
1 1 1 1 n+1
9) Demuestre que 1-—)1--)1-—)-.....0—-—)=—— VneN,n=>2
) que ( 4)( 9)( 16) ( nz) o €
k?+2k+1 1<k<25
2k—l 50
10)Si a, = Fo 26<k<35 ,determine;ak
1
36 <k <50
(2k +5)(2k +7)

2

i=1

n i+l n+2
11) Demuestre que =l 5 se cumple para todo valor del natural n
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CAPITULO 5

ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS
5.1 Ley de composicion interna
Definicion.
Sea E un conjunto, *se llama “ley de composicion internaen E” si y sélo si:
a*b=ceE,vVabekE

Observacion.
1) * también se llama “operacion binaria interna en E
2) Podemos decir que el conjunto E esta cerrado para *
3)* es ley de composicion internaen E siy solo si *: ExE — E es funcion

Ejemplos.
1) Laadicion es ley de composicioninternaen N,Z,Q,R
2) = definidaen Z por a*b=a—b+ab esley de composicion internaen Z
3) Si A esunconjuntoy P(A) = {X I X c A}entonces, la operacion v
definida en P(A) es ley de composicion internaen P(A)

Proposicion.
Sea * ley de composiciéninternaen E y a,b € E, entonces:
a) a=b=ax*c=bx*c VcekE
b) a=b=c*a=c*b VcekE

Demostracion.
a) a=b=(a,c)=(b,c)=*(a,b)=x(b,c) esdecir axc=b=c
b) Analogo

5.1.1 Asociatividad
Definicion.

Sea * ley de composicion interna en E, decimos que * es asociativa si y solo
siax(bxc)=(a*b)*c Va,b,ceE

Ejemplos.
1) Laadicion en Z es asociativa
2) La multiplicacidn es asociativaen N,Z,Q,R
3) * definidaen R por: a*b=a+b+2ab esasociativa ya que:
a*(b=xc)=ax*(b+c+2bc)
=a+(b+c+2bc)+2a(b+c+2bc)
=a-+b+c+2bc+2ab+2ac+4abc
Por otro lado
(a*b)*c=(a+b+2ab)*c
=(a+b+2ab)+c+2(a+b+2ab)c
=a+b+2ab+c+2ac+2bc+4abc
Como a*(b=*c)=(ax*b)=*c entonces * es asociativa
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4) = definidaen R por: a*b=a+2b no esasociativa ya que, por ejemplo,
2+%(5%3)=2%(5+2-3)=2*(5+6)=2%11=2+2-11=24 no esigual a
(2%5)*3=(2+2-5)*3=(2+10)*3=12%3=12+2-3=18

5) Si A esunconjuntoy P(A) = {X I X c A}entonces la operacion U, N

definida en P(A) es asociativa

5.1.2 Distributividad
Definicion.
Sean *,V dos leyes de composicion interna en el conjunto E,
a) Se dice que *distribuye por la izquierda sobre V si y solosi
a*(bvc) =(axb)V(a=*c) Va,b,ceG
b) Se dice que *distribuye por la derecha sobre V si y solo si
(bVe)*xa=(b*a)V(c*a) Va,b,ceG
c) Sedice que * es distributiva sobre V si y solosi cumplea) y b)

Ejemplos.
1) La multiplicacion es distributiva con respecto de la adicion en R ya que
a-(b+c)=a-b+a-c va,b,ceR y (a+b)-c=a-c+b-c Va,b,ceR

2) La adicion no es distributiva con respecto de la multiplicacion en R ya que, por
ejemplo, 2+ (5-4) #(2+5)-(2+4)

3)Sean *:R" xR" > NR" tal que a*b=b*y V:R" xR" ->NR"tal que aVbh=a-b
dos leyes de composicién interna.
a) Pruebe que * es distributiva por la izquierda con respecto de V
b) Pruebe que * no es distributiva por la derecha con respecto de V
Demostracion.
a) Debemos demostrar que a * (bVc) = (a*b)V(a*c) Va,b,ce R"

ax*(bvVc)=ax(b-c)=(b-c)* =b®.c® =(a*xb)V(a*c)

b) Como (aVb)*c=(a-b)*xc=c*" y (a*c)V(b+*c)=c*Vc® =c*® ydado que

c*® = ¢*® concluimos que * no es distributiva por la derecha con respecto de V
5.1.3 Elemento neutro
Definicion.

Sea * ley de composicion interna en E, e € E se llama elemento neutro para
* si ysOlosiexa=a*e=a VaekE

Ejemplos.

1) 0 € R es neutro para la adicion en los nimeros reales

2) 1e R es neutro para la multiplicacion en los nimeros reales

3) N:P(X)xP(X)— P(X)donde X es un conjunto y P(X)esel conjunto potencia
de X tiene neutro e= X yaque AnX =X A=A VYA eP(X)
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Proposicion.
Sea * ley de composicion interna en E entonces, si existe elemento neutro,
éste es Unico
Demostracion.
Sean e, e, dos neutros para *, debemos demostrar que e = e, ; tenemos:

e*e, =e, yaque e esneutro, por otro lado e*e, =e yaque e, esneutro, asi, e =g,

5.1.4 Conmutatividad
Definicion.

Sea * ley de composicion internaen E, * es conmutativaen E si solo si
a*b=b=*a Va,beE

Ejemplos.
1) Laadiciony la multiplicacién son operaciones conmutativas en Z,Q,R
2) Launiény lainterseccion de conjuntos son operaciones conmutativas en el
conjunto potencia del conjunto A
3) Laoperacion * definidaen R tal que a*b=a+2bno es conmutativa, ya
que, por ejemplo, 3*2=7#2%3=8

5.1.5 Elemento inverso
Definicion.
Sea * ley de composicion internaen E tal que existe elemento neutro
e € E con respecto de *; se Ilama elemento inverso de a e E con respecto de *

alelemento ac E tal que a*a=a*a=¢e VacE

Ejemplo.
Considere la operacion = definida en R por a*b =a+b+ 2abtal quees
asociativay con neutro e =0. ;Qué elementos a € Rtienen inverso a?

Solucion.
Imponiendo la condicién de inverso, se debe cumplir que a*a =e, asf:
-a
2a+1
-a —-a -a —a-2aa

lado a*a = *Q = 2a =a+——— =0 de donde:
2a+1 2a+1 2a+1 2a+1

a*a=e—>a+a+2aa=0=a(l+2a)=—-a=>a=

donde a # —% , por otro

Vaeﬂ%—{—i}existe aeN tal que a=
2 2a+1

Proposicion.

Sea * ley de composicion internaen E tal que * es asociativay con elemento
neutro e entonces, si a € E tiene inverso, este es unico.
Demostracion.

Sean x, , X, dos inversos de x entonces se cumple: x, * X = x*x, =e y ademas
X, *X=X*X, =e VX e E ; debemos demostrar que X, = X, , vedmoslo:
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X=X e =X F (X X,) = (X, #X) ¥ X, =% X, =X,

Proposicion.

Sea * ley de composicion internaen E tal que * es asociativay con elemento
neutro e tal que a,b € E tienen elemento inverso a, b, entonces:

a) (a)=a

b) (a*b)=b=a
Demostracion.
b) Si demostramos quec = bxa es tal que (a*b)*c=e y c*(a*b)=e, habremos
demostrado que c es inverso de a*b; veamoslo:
(axb)*c=(a*b)*(b*a)= a*[b*(B*E)]z a*[(b*b_)*a)]z a*[e*a]z a*a=¢e
Anélogamente, c*(a*b) =e, asi, el inverso de a*b es b*a de donde se cumple
(a*b)=b*a

Ejemplo.
Considere la operacion * definidaen R por a*b=a+b+2ab tal quees

- = 1
asociativa, conneutroe=0 y a= con a# )

2a+1

a) Resuelva la ecuacion (2 x) =3

b) Resuelva la inecuacion (-2 *Q) <2
Solucion.
Conviene aplicar la propiedad (a*b) =b=*a, tenemos:

=3:>x*—2:3

a) (2*?):3:>x*§:3:> X *
2:2+1

= X—E+2(—E)x=3:>_—lx=E de donde x =-17
5 5 5 5

- (=2)

b) ((2%X) <2 = X*—2<2=> X*
2(-2) +1

SZ:X*—ESZ
3

:>x—g+2(—g)x£2:>—1xs§:>x2—8
3 3 3 3

La solucion es [—8, o[ - {— %}

5.2 ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS.

Cuando dotamos a un conjunto de una 0 mas leyes de composicion es que
estamos dando a dicho conjunto cierta estructura. Una estructura, por consiguiente,
queda definida por los axiomas que rigen las relaciones y las operaciones de las que
esta dotada. En lo que sigue estudiaremos las estructuras fundamentales del algebra:
grupos, anillos, cuerposy espacios vectoriales.
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5.2.1 Grupo
Definicion.
Un grupo es un par (G,*) donde:
1) G esun conjunto
2) * esley de composicion internaen G tal que:
a) a*x(bxc)=(axb)*c Va,b,ceG
b) Existe e G tal que a*e=e*a=a VaeG
c) Si ae Gentoncesexistteae G tal que a*a=a*a=¢e
Observacion
Decimos que el grupo (G,*) es conmutativo si la operacion * es conmutativa

Ejemplos.
1) (Z,+)es grupo conmutativo
2) (R—{0},) esungrupo conmutativo
3) (Q"*)tal que a*b = a7b es grupo conmutativo
Proposicion.
Sea (G,*) ungrupo entonces: a*xc=b*c<a=b,a,b,ceG
Demostracion.
=)Si a*c =Db=*c debemos demostrar que a="b
a*c=b#*c = (a*c)*c=(b*c)*c
— ax(c*c)=b*(c*cC)
—a*e=b*e=a=Db
<) Propuesto
Proposicion.
Sea (G,*) un grupo, a,b € G entonces, la ecuacion a * x = b tiene solucion tnica
en G

Demostracion.
a*x:bja*(a*x):a*b
= (a*a)*x=ax*h
—exx=a*b=x=axb
Es claro que a*b es solucién y Unica

Ejemplos.

1) (C,+) donde C = {(a,b)/a,b € SR} es el conjunto de los nimeros complejos y la
adicion esta definida por (a,b)+(c,d)=(a+c,b+d) V(a,b),(c,d)C, es un grupo
conmutativo

b d
matrices cuadradas de tamafio 2 en R y la suma se define por:

2) (M(2,R),+) donde M(Z,m):{(a CJ/a,b,c,d eiR}es el conjunto de las
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a ¢ e g a+e c+g .
+ - €s un grupo conmutativo
[b dJ ( f hj (b +f d+ hJ

3) Demuestre que dos funciones en Q — {0} ; F(X)=x,9(x) = 1 tienen estructura de
X

grupo bajo la composicion de funciones
Demostracion.

Como: (f = g)(x) = f(g(x)) = f(%) =-=9(x)

(9o H)(x)=9(f(x))=9(x)===9(x)

X |k x|PF

(9°9)(x) =9(9(x) = g(%) =x=1f(x)

(fof)(x)=f(f(x))=f(x)=x=f(x),entonces la composicion es ley de
composicion internaen A= {f (x),g(x)}

Estos resultados podemaos escribirlos es la siguiente tabla de doble entrada

0 f(X) g9(x)
f (x) f(x) g(x)
g(x) g(x) f(X)

Es inmediato que:
El elemento neutroes e = f(x)
El elemento inverso de f(x)es f(x); el elemento inverso de g(x)es g(x)
La asociatividad la puede probar Ud.

Asi, (A,0) es grupo; ademas es grupo conmutativo.

4) Sea (Z,*) talque a*xb=a+b—-2, a,b e Z. Demuestre que (Z,*)es grupo
Demostracion.
Claramente = es ley de composicion internaen Z
Debemos demostrar que * es asociativa, posee neutro e inverso en Z
i)a*x(b*c)=ax(b+c-2)

=a+((b+c-2)-2
=a+b+c-4
(a*b)*xc=(a+b-2)*c
=(@a+b-2)+c-2
=a+b+c-4

asi, ax(b*c)=(axb)*c Va,b,ceZ

i) Debemos probar que existe neutroe tal que a*e=e*a=a VaeZ
Imponiendo la condicion a*e =a tenemos:
a*e=a—>a+e—-2=a—=>e=2
Ahora debemos verificar que el neutro opera por la derecha, tenemos:
exa=2*a=2+a—-2=a;asi. El neutro es e=2
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iii) Debemos demostrar que, para todo a € Z existe acZtal quea *a=a*a=2

Imponiendo la condicién a*a =2 tenemos:
a*a=2=a+a-2=2=a=4-a

Por otro lado, como a*aza*(4—a) —a+(4—-a)—2=2entonces a=4-a
Concluimos: (Z,*) es grupo

5)Sea A= { a,b} y (A*) un grupo. Demuestre que el grupo es conmutativo
Demostracion.
Debemos demostrar que a*b=b=a
Como (Ax)es grupo entonces debe poseer neutro e; supongamos que
e=Dbentonces a*b=a*xe=a=exa=bx*a

6) Sea * una ley de composicién interna definida en QxQ tal que
(a,b)*(c,d)=(ac,bc+d). Se sabe que (A*)es grupo donde Az{(l,X)/XeQ};
determine el neutro e en A.
Solucion.
Sea e = (1, p) € Atal elemento neutro; imponiendo la condicion de neutro debe
cumplir: 1, x)*@ p)=C p)*@Lx)=@x) V(L,x) € AxA
De (@Lx)*@ p)=(@x) tenemos (L, x+p)=({1x), de aqui concluimos
X+ p =X, dedonde p=0,asi, el neutro lateral derecho es e = (1,0)

Ahora debemos verificar que es neutro lateral izquierdo, tenemos:
ex(1,x)=@0)*(1Lx)=1L0+x)=(,x) V(1,x) € A, luego, e =(1,0)

7) Sea {x,y} < Z,. Pruebe que (x+y)* = x* +y?
Solucion.
(x+y)" = (x+y)(x+ y)(x+Y)
=x°+3x°y +3xy? + x°
=x%+y?, yaque 3=0(mod3)

5.2.2 Anillo

Definicion.
El trio (A+,") se llama anillo si y solo si:
a) (A+)esgrupo conmutativo

b) - esley de composicion internaen A
C) - esasociativa
d) - esdistributiva con respecto de +

Definicion.
Sea (A,+,) un anillo, entonces:

a) (A,+,)es conmutativo siy solo si - es conmutativa
b) (A+,)esun Anillo con unidad si y sélo si existe elemento neutro para -
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Ejemplos.

1) (Z,+,) esanillo

2) (E,+,) esanillo, donde E = {x € Z / x es un niimero par}

3) (Z,+,®)donde a®b =2ab esanillo

4) (RxNR+,) tal que (a,b)+(c,d)=(a+c,b+d)y (a,b)-(c,d)=(ac,bd)es
anillo

5) (C,+,) tal que C=RxR, (a,b)+(c,d)=(a+c,b+d),
(a,b)-(c,d) =(ac—bd,ad +bc) es un anillo

6) (Z,,+-)esanillo

7) (M@2.%R)+,) esanillodonde |2 C|.[* 2] 2T arew
b d)ly w bx+dy bz+dw

Proposicion.
Sea (A,+,) un anillo con neutro aditivo 0 e inverso aditivo
de ael elemento —a
Se cumple:
a) a-0=0-a=0VvaeA
b) (-a)-b=a-(-b)=—(a-b) Va,be A
Demostracion.
a)a-0=0+a-0=[-(a-a)+(a-a)]+a-0
=—(a-a)+[a-a+a-0]
=—(a-a)+a(a+0)
=—(a-a)+a-a=0
Analogamente se demuestraque 0-a=0

b) Demostraremos que (—a)-b y —(a-b) son inversos aditivos de a-b, entonces, por
la unicidad del inverso concluiremos que (—a)-b=—(a-b)
(-a)-b+a-b=(-a+a)-b=0-b=0,asi, (—a)-b esinverso aditivode a-b

Por otro lado , es inmediato que —(a-b) es inverso aditivo de a-b

De manera analoga se demuestra que a-(-b) =—(a-b)

Corolario.
Si (A+,)esunanilloentonces:a-b=0=a=0Ab=0 VabeA

En efecto, usando la contrapositiva y la parte a) de la proposicién anterior
tenemos: (a=0vb=0)=a-b=0

Observacion.
El reciproco del corolario no se cumple, ya que, por ejemplo

: : 10 00 00
a) En el anillo (M(2,R),+,) setlene(0 0]~(1 OJz[O Oj

b) En el anillo (Z,,+,) setiene 2.2=0
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Definicion.

Un anillo conmutativo es un triple (A,+,) tal que:
a) (A+,)esanillo
b) - es conmutativa

Ejemplos.

a) (Z,+,) esanillo conmutativo

b) Elanillo (M(2,%R),+,) no es conmutativo
c) Engeneral (Z,,+,) esanillo conmutativo

d) Elanillo (M (2,%R),+,") no es conmutativo ya que por ejemplo

10 11_11¢11 10_33
2 3)10) (52)10)23) (10
Definicion.
Un anillo con identidad es un triple (A,+,)) tal que:

a) (A+,) esanillo
b) Existe le Atalquel-a=a-1=a VaeA

Ejemplos.
1) (Z,+,") es anillo con unidad

. 10
2) (M(2,R),+,") es anillo con 1:(0 J

3) (R xNR,+,*) tal que (a,b)+(c,d)=(a+c,b+d)y (a,b)*(c,d)=(ac,bd)es anillo
con unidad 1= (11)
4) (C,+,) tal que C=RxNR, (a,b)+(c,d)=(a+c,b+d),
(a,b) *(c,d) = (ac —bd, ad + bc) es un anillo con unidad 1= (1,0)
5) (Z,,+,) esanillo conmutativo con unidad

5.2.3 Dominio de Integridad.
Una de las formas para solucionar una ecuacion de segundo grado es factorizar,
alli usamos la proposicion (a-b=0) < (a=0vb=0), sin embargo existen algunos

conjuntos donde esto no ocurre, por ejemplo, en Z, tenemos 2-2=0.
Definicion.

Sea (A+,))un anillo. Si a,b € A son no nulos tal que a-b =0 con 0 el neutro
para + entonces, ay b se llaman divisores del cero

Ejemplos.
1) (Z¢,+,-) esanillo con divisores del cero
2) (M (2,R),+,)es anillo con divisores del cero
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Teorema.
Un anillo (A,+,-) no tiene divisores del cero si y solo si es valida la ley de

cancelacion para la multiplicacion.
Demostracion
=) Sea (A,+,-) un anillo sin divisores del ceroy a,b,ce A tal que c#0,
debemos demostrar que: si a-c =Db-centonces a=b, veamoslo:
a-c=b-c=a-c-b-c=0 = (a-b)-c=0; como (A+,)es un anillo sin divisores
del ceroy c = 0entonces a—b =0, dedonde, a=b

<) Supongamos que se cumple la cancelacion para la multiplicacion, debemos
demostrar que: a-b=0=(a=0vb=0)
Si a=0entonces a-b=0=a-b=0-b dedonde b=0

Definicion.

Un dominio de integridad es un triple (A+,") tal que:
a) (A+,)es anillo conmutativo con identidad
b) (@#0Ab=0)= a-b=0)donde el neutro para +es0

Observacion.
Sea (A,+,)) un dominio de integridad, entonces:

a) (a-c=b-c)=a=Db VvabceAc=0
b) Laecuacion a-x=b, a = 0tiene solucion Unica
c) a-b=0=(a=0vb=0)

Ejemplos.

a) (Zs,+,)esdominio de integridad

b) (C,+,) tal que C=RxR, (a,b)+(c,d)=(a+c,b+d),
(a,b)-(c,d) =(ac—bd,ad +bc) es dominio de integridad

Observacion.
Enel anillo (Z,,+,), laecuacion 2-x =0 tiene dos soluciones, naturalmente

gue nos interesa una estructura tal que una ecuacion del tipo a-x =b tenga solucion
Unica; en la estructura de cuerpo una ecuacion del tipo a-x =b tiene soluciény es
unica.
5.2.4 Cuerpo
Definicion.
El triple (A,+,") e un cuerpo si y solo si:
a) (A+,)es anillo conmutativo con unidad 1
b) vacA-{0}Ja'ecAtal quea-a’t=1
Ejemplos.

a) (Z5,+,) escuerpo
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b)

(C,+) tal que C=RxR; (a,b)+(c,d)=(a+cb+d),

(a,b) = (c,d) = (ac —bd, ad +bc) es cuerpo donde (a,b)™ = ( a b

a’+b% a®+h?

Observacion.

a)

b)

Si (A,+,) es un cuerpo entonces (A,+,) es dominio de integridad; en efecto:
solo falta demostrar que (a = 0Ab =0) = a-b=0; lo demostraremos usando la
contrapositiva (a-b=0)= (a=0vb=0)

Supongamos que a-b =0y que b0, entonces(a-b)-b™* =0-b™", de aqui
deducimos que a =0, lo que constituye una contradiccion.

El reciproco no es cierto, es decir, (A,+,-) dominio de integridad no implica que
(A,+,") sea un cuerpo, ya que, por ejemplo, (Z,+,7) es dominio de integridad y sin
embargo no es un cuerpo

5.3 EJERCICIOS PROPUESTOS

1)

2)

3)

4)

Decida si las siguientes operaciones son o no ley de composicién internaen el
conjunto declarado
a) *:ZxZ —>Z tal que axb=ab+2

b) * definidaen Z —{0}tal que xxy="242
y

) o definidaen Ztal que aob=(a+b)?

d) = definidaen Ztal que a*b:a+b—2
e) * definidaen Q tal que a*b:a+2—2

f) Lamultiplicacion usual definidaen A={,0,2}; B={01}; C ={2,46..}
g) w:P(A)xP(A) —» P(A) donde A es un conjunto y P(A) es la potencia de A

Sea * ley de composicion interna definida en el conjunto E, demuestre:
a) (a=b)=a*c=b=xc Va,bceE
b) (a=b)=c*a=c*b Vab,ceE

Decida cuales de las siguientes “leyes de composicion internas”son asociativas:
a) * definidaen R tal que a*b=a+b+ab

b) =* definidaen R tal que a*b=a+2b

c) Launién de conjuntos, w: P(A)x P(A) —> P(A)

Decida cuales de las siguientes “leyes de composicion internas” tienen neutro e

para la operacion binaria interna definida

a) Nn:P(A)xP(A)— P(A) tal que (P,R) > PR donde A es un conjunto y
P(A) es la potencia de A
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b) = definidaen Q" tal que a*b:a?b

c) * definidaen R tal que a*b=a+b+1
d) =* definidaen R tal que x*y =Xy +X

5) Sea * unaley de composicion internaen el conjunto E. Demuestre: Si existe
elemento neutro para *, este elemento es Unico.

6) Decida cuales de las siguientes “leyes de composicion internas” son conmutativas
para la operacion binaria interna definida

a) * definidaen R tal que a*b=a+b+3ab
b) =* definidaen R tal que a*b=a—b+2ab

7) Determine la tabla de multiplicar para * definida en el conjuntoE = {1,2,3,4} tal
que a*b = méx{a,b}

8) Sea * ley de composicion interna definida en el conjunto E tal que la operacion

es asociativa 'y tiene neutro e. Demuestre que: si X € E tiene inverso x entonces
este es unico.

9) En T se define la ley de composicion interna * por a*b=a+b—ab
Estudie la asociatividad, conmutatividad, elemento neutro y elemento inverso.

10) En Z se define la operacion binaria interna = tal que a*b =a+b’
Estudie la asociatividad, conmutatividad, elemento neutro y elemento inverso.

11)En QxQ se define @ por (a,b) ®(c,d) =(ac,ad +b)
Estudie la asociatividad, conmutatividad, elemento neutro y elemento inverso.

12)Enel conjunto S = {a,b,c} se define * por la siguiente tabla:

O | T |T

O|T|o|*
O || |
ojolo|o

Estudie la asociatividad, conmutatividad, elemento neutro y elemento inverso.

13) En Z se define las operaciones binaria interna * y opor a*b=a+b+1 y
aocb=a+b+ab
a) ¢Eselpar (Z,*) ungrupo?
b) ¢Esel par (Z,0) un grupo?
c) ¢Es = distributiva con respecto de o?
d) ¢ Es o distributiva con respecto de *?
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14) Sea A= {a, b} y (A*)un grupo. Demuestre que el grupo es conmutativo

15) Sea (G,*) un grupo, demuestre:
a) a*xc=b*xc<a=Db Vab,ceG
c) laecuacion a=*x =b tiene solucion Unicaen G

16) Demuestre que (C,+)es un gruposi C = {(x, y)I X,y e SR} esel conjunto de los

numeros complejos donde (a,b) +(c,d) =(a+c,b+d)

a ¢
17) Demuestre que (M (2,%R),+) donde M (2,R) ={(b dj/a,b,c,d € ER} esel
conjunto de las matrices cuadradas de tamafio 2en R y
a c e ¢ a+e Cc+g
+ = , €S Un grupo

(b dJ (f hj (b+ f d +hj
18) En R" definimos las operaciones binarias internas * y otal que a*b =b*y

aob=ab. Demuestre que * distribuye por la izquierda a o pero que no hace por
la derecha

19) Demuestre que el par (R —{1},*) esun grupo donde a*b=a+b+ab
Resuelva la ecuaciéon 2 * x * 6 =18

20) Demuestre que el trio (Z,+,-®) es un anillo donde + es la suma usual y a @ b =2ab
21) Demuestre que el trio (M (2,R),+,") con las caracteristicas dadas en el ejercicio 17
a c\(e g ae+cf ag+ch .
y : = es un anillo
b d)\{f h be+df bg+dh
22) Demuestre que el trio (C,+,-)con las caracteristicas del ejercicio 16 y donde
(a,b)-(c,d) = (ac—hd,ad +bc) es un anillo
23) Demuestre que (Z,,+,-)es un anillo

24) Sea (A,+,)) un anillo con neutro aditivo 0 y opuesto aditivo de a € A el elemento

—a. Demuestre:
a)a-0=0-a=0 VaeA
b) (—a)b = a(-b) =—(ab) va,be A

25) ¢Los anillos de los ejercicios 21y 22 son dominio de integridad?

26) Demuestre: Un anillo (A,+,-) no tiene divisores del cero siy s6lo si es valida la ley
de cancelacion para la multiplicacion.
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CAPITULO 6

NUMEROS COMPLEJOS
6.1 Introduccioén

La ecuacion x*+1=0 no tiene solucion en el cuerpo de los niimeros reales R
ya que no existe un nimero real xtal que x*=-1. Necesitamos un conjunto que
contenga a ‘R, que solucione lo que soluciona R y que, por ejemplo, solucione el
problema planteado, tal conjunto es el conjunto de los nimeros complejos C.

Se define al conjunto C como: C = {z =(a,b)/a,b e R}

6.2 Operaciones con complejos
Definicion
=C

Sean z, =(a,b),z, =(c,d) e C, entonces: z, =z, < (a,b) =(c,d) & {b _d

Definicion.
Sean z, =(a,b),z, =(c,d) e C, entonces, la suma de complejos , denotada +,
estal que: z,+z, =(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d)eC

Ejemplo.
Si z, =(-2,6),z, =(4,3) entonces z, +z, = (-2,6) + (4,3) = (2,9)

Teorema.
(C,+) esun grupo conmutativo, es decir

1) z,+(z,+12;)=(2,+12,)+2, ,Vz,2,,2, € C ; Asociatividad de la suma

2) Existe el complejo z,, tal que z,+z=z+2,=2,VzeC; z,: neutro
aditivo

3) VzeC3z,eCtal quez+z, =2, +2=12, ; Z,,:0puesto dez

4) z2,+2,=12,+12, Vz,,z, €C ; Conmutatividad de la suma

Demostracion.

2) Sean z = (a,b), z, =(x,y) € C; imponiendo la condicion de neutro tenemos:
z+12, =1z, esdecir, (a,b)+(x,y) = (a,b) ; debemos determinar xey

(@,b)+(x,y)=(a,b) = (a+x,y+b)=(a,b) = {312 i z ; COMO este sistema

ocurre en R entonces x =0,y =0, de donde z, =(0,0)
Por otro lado, z,, +z=(0,0)+(a,b) =(a,b) =z
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4) Sean z, = (a,b), z, =(c,d) € C entonces:

z,+2,=(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d)=(c+a,d+b)=(c,d)+(a,b)=2,+7
* : por la conmutatividad de la suma en R

Es inmediato determinar que
a) z, =(0,0) es unicoy lo dotamos por 0
b) Si z=(a,b) entonces z,, = (-a,~b)es unico y lo denotamos por -z

Definicion.

Sean z=(a,b)eC,keR entonces, la ponderacion del complejo zpor el
escalar k, denotada kz, estal que: kz =k(a,b) = (ka,kb) e C
Observacion.

1) 1z=2,VzeC,1leR

2) (k,+k,)z=kz+k,z;VzeC,6Vk, ,k, eR

3) (kk,)z=k(k,z);VKk, k, eR,VzeC

4) k(z,+z,)=kz; +kz,;VkeR,Vz,,2, eC

Ejemplo.
Sean z, =(3,-2),z, =(2,4) € C entonces 3z, —2z, = 3(3,-2) - 2(2,4) = (5,-14)

Definicion.
Sean z, =(a,b),z, =(c,d) € C, entonces el producto de complejos es tal que :
2,2, =(a,b)(c,d) =(ac—bd,ad +bc) e C

Teorema.
Se cumple:
1) z,(z,z,)=(z,z,)z, ,V 2,,2,,2, € C Asociatividad del producto
2) Existe el complejo z, tal que z,-z=z-z,=2,VzeC; z,: neutro
multiplicativo
3) VzeC-{0}3z,, eCtal quez-z,, =z
multiplicativo
4) 7,2,=1,7, V2,,7, € C , Conmutatividad del producto
Demostracion.
2) Sean z=(a,b),z, =(x,y)eCentonces, como debe cumplirse que
zZ, -Z =1 tenemos:

Z,-z=2=(xYy)(a,b)=(a,b) = (xa—yb,xb+ ya) = (a,b)

=1, , Ziny inverso

nv nv

xa—yb=a

Por la igualdad de complejos deducimos el sistema { b ; multiplicando la

xb + ya=
primera ecuacion por a y la segunda ecuacion por b , sumando obtenemos:
xa® + xb® =a’® +b* de donde x =1; podemos deducir que y =0, de donde z,, = (1,0)
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Por otro lado, z-z, =(a,b)(1,0)=(a—-0,0+b) =(a,b) =z

3) Sean z=(a,b)eC —{0}, z,, = (X,y), entonces se debe cumplir que z-z,, =z, €S
decir, se debe cumplir que (a,b)(x,y) = (1,0) ; tenemos:

ax—by =1
(a,b)(x,y) =(1,0) :>(ax—by,ay+bx):(1,0):{ y , multiplicando la
bx+ay=0
primera ecuacién por a , la segunda ecuacion por b y sumando, obtenemos
a’x+b*x =a de donde x =———; usted puede concluir que y =———, de donde,
a“+b a‘+b
a -b

el inverso multiplicativo de z = (a,b)es: z,, =(

)

a?+b? a?+b?

Observacion
a) z, =(10) esunicoy lo dotamos por 1
a -b
a’+b? a’+b?
a -b
a’+b? a’ +b2)

b) Si z=(a,b) entonces z,, =( )es Unico y lo denotamos

por z ', asi; (a,b)™ =(

Observacion.
- . Z, z, o
Definimos el cuociente —;z,,z, €C,z, #0 por — =z7,z7,
ZZ Z2

6.3 Subconjuntos de C
Existen dos importantes subconjuntos de C:
a) Complejos reales, denotado C,, , tal que C,, = {z=(a,b)/b=0}cC.

b) Complejos imaginarios, denotado I, tal que | = {z =(a,b)/a= O}g C

Observacion.
1) Aceptaremos que existe un isomorfismo entre C,, y R el cual nos

permite identificar el complejo real (a,0) con el real a, asi, (a,0)=a
2) En los complejos imaginarios, la unidad imaginaria es i = (0,1)

Potencias de i

Se cumple:
a) i=(02)

b) i*=-1yaque i’ =i-i=(01)-(01) = (-1,0) = -1
c)i’=-i
d)i‘=1
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I sin=4p+1

-1lsin=4p+2

e)i" =< . . P ,n,peN
—isin=4p+3

1sin=4p
Observacion.

1) Cno esordenado
Haremos la demostracion por reduccion al absurdo

Supongamos que C es ordenado, entonces existe C* < C tal que:
z,+2,)eC”
a)z,2,eC' = (2% 2,)
z,-7,eC”
b) vz e C se cumple s6lo una de las siguientes:
i)zeC ii)—zeC iii)z=0

Sea i = (0,1) e C y supongamos que i € C*, entonces por a) i> =—-1eC", asi,

pora) (-1)(-1) =1eC",esdecir,-1y1leC’ ( =< )

Por otro lado si suponemos que —i e C*, entonces por a) (—i)* =i’ -1eC",
asi,

pora) (-1)(-1) =1eC",esdecir,-1lyleC’ ( =>«)

Asi, C no puede ser un conjunto ordenado

2) Si peR~ entonces /p =i/~ peC
En efecto, sea \/6: (x,y) donde p=(p,0) entonces (p,0) =(x, y)(X,y) es

decir
2

_ yv2 _
(p,0) = (x* — y?, 2xy), de aqui concluimos que {p Ty
0=2xy

De la segunda ecuacién concluimos que x=0v y =0, notamos que y =0, ya

que si y =0 entonces \/B = (x,0) = x e R (esto es una contradiccidn) luego
x=0.

Como x =0 entonces, reemplazando en la primera ecuacion del sistema
obtenemos p = —y? esdecir, y* =—pe R, luego y = \/—_p € R ; finalmente

Jp=(0.-p)=iy-p

6.4 Complejos en forma candnica
Sea z =(a,b) € C entonces la forma canonica del complejoes z=a+bi

En efecto, z = (a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (0,b)(0,1)) =a+bi

UNIVERSIDAD DE SANTIAGO DE CHILE
FACULTAD DE CIENCIA - DPTO. DE MATEMATICA Y C.C. 114



MATEMATICA GENERAL 10.052, HERALDO GONZALEZ S.

Notacion.
Sea z = a+bi un nimero complejo entonces: la parte real de z , denotada Re(z)

es a=Re(z) y laparte imaginaria de z , denotada Im(z)es b = Im(z)

6.5 Operatoria con complejos candnicos

La suma, producto y ponderacidn por escalar se realiza como si ellos fuesen
polinomios considerando las potencias de i .

Por ejemplo; (5—-4i)(2+3i) =10+15i —8i —12i* =10+ 7i +12 =22+ 7i

La division de complejos en forma candnica se efectta, amplificando por el
2+31 2431 4-5i

o= — -, al efectuar las
4+51 4+51 4-5i

“conjugado” del complejo divisor, por ejemplo,

multiplicaciones obtenemos:

8-10i +12i -15i° _8-10i+12i-15(-1) 23+2i _23 2.
16 — 25i° 16— 25(-1) 41 4 M

6.6 Conjugado de un complejo
Definicion.

Sea z =(a,b) € C, definimos el conjugado del complejo z , denotado z como:
z=(a-h)eC

Teorema.
Para todo z,,z, € C se cumple:

1) (2)=1
2)7,+2,=12,+1,

3 z2,-2,=2-1,

2) (ij:é L2, %0
Z, zZ,

5) z+z=2a, z-z=a’+b?si z=(a,b)
Demostraciénde 1,2y 5
1) Si z=a-+bi entonces z =a—bi de donde (z) = a+bi =z

2) Siz,=a+bi,z, =c+di entonces z, +z, =(a+c)+(b+d)i de donde
z,+2,=(a+c)—(b+d)i=(a—bi)+(c+di)=2+2,

5) Si z =(a,b) entonces z +z= (a,b) + (a,—b) = (2a,0) = 2a; por otro lado
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z-7=(a,b)(a,—b) = (@> +b2,0) =a? + b?

Ejemplo
Determine z e C —{0}tal quez® =z
Solucion.

Sea z = a + bi entonces, imponiendo la condicion obtenemos (a + bi)* = a —bi

(a+bi)*> =a-bi = a® + 2abi +b%* =a—bi
= (a* —b?) + 2abi = a —bi

{az —b?=a ()
=
2ab=-b (2

De (2) y suponiendo que b =0 obtenemos: a:—%

; reemplazando en (1)

conseguimos (—1)2 —b? = —l, de aqui concluimos que b = iﬁ, entonces los
2 2 2

V3.

. . 1 .
complejos que se obtienen son z = _E+_I , L= ————i

2

Si b=0 entonces reemplazando en (1) conseguimos: a’=a, de donde
a=0,a=1; como no puede ocurrir que a = 0 entonces el complejo que se

determina, ahoraesz =1

6.7 Norma o médulo de un complejo
Definicion.

Sea z =(a,b) =a+biun nimero complejo entonces, la norma del complejo,

denotada | z| es tal que | z| = +va* +b?
Teorema
Para todo z,,z, € C se cumple:
1)|z/=0
2) |z|:‘2‘
3)|z|=Vz:z o |z|'=z2

4) |z, 2, =] 2] | 2,

KA
| 2,|

5) |21

, 2, %0

Z;
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6) [Re(z)|<|z| . [Im(z)| <] z]|

7) Re(2) =ZL2E . 1Im(2) =Z;2E

8) |z, + 2, <| 7| +| z,|

9)

n
2.7
i=1

n
<3
i=1

Demostracion.

Demostracion de la propiedad 8)
| Z1"'Zz| 2:(21+Zz)'(21+22)

:(Zl+22)(21+22)
=Zl~Zl+Zl'Zz+22~Zl+ZZ~Z2

|2, +2Re(z, - 3,) +| 2,[°

<[ 2|2, 2,|+| 2"

= (| Z1|‘*‘| Zz|)2
Sacando raiz cuadrada conseguimos lo pedido

* 1 Re(z) <|Re(2)| <] z |
z1'24'2_1'22
2

xx =Re(z,-2,)

6.8 Forma trigonométrica de un nimero complejo

Considere el numero complejoz =(a,b) =a+bi, entonces definimos el
argumento de z , denotado arg(z) =6, como aquel angulo 8, 0<8<2r, tal que

b L : : o
¢ = arctg—; ademas, si r = |z| =+/a’ +b? concluimos que la forma trigonométrica de z
a

es:
z =r(cosd +isend)
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Ejemplo:
Escriba en forma trigonométrica los siguientes nimeros complejos
a) 2, =2+2i
b) z,=-2-2i
C) Z,=-2+2i
d)z,=2-2i
e) z, =2i
f) zg =-3
Solucion.

a) Como a=2,b=2 entonces r =+/2> +2° = 242; por otro lado, el complejo

. : b .
estd en el primer cuadrante, de donde @ = arctg— = arctgl = 45°, asi entonces
a

7, = 2+ 2i = 2/2(cos 45°+isen45°)

b) Como a=-2,b=-2 entonces r =+/(-2)° +(-2)* = 22, por otro lado , el
complejo esta en el tercer cuadrante, de donde & = arctg g = arctgl = 225°, asi

entonces z, =-2-2i = 22 (cos 225°+isen225°)
C) 2z, =—2+2i = 24/2(cos135%+isen135°)
d) z, =2-2i = 24/2(cos315°+isen315°)

e) 1z, =2i=2(cos90°+isen90°)ya que el complejo estaen el eje Yy el
argumento es, inmediatamente, 8 = 90°

f) z; = -3 =3(cos180°+isen180°)

6.9 Operatoria con complejos trigonométricos
Teorema.

Sean z, =r,(cosé, +isend,), z, =r,(cosd, +isend,)dos complejos, entonces:
a) z,-z, =r,(cos@, +isend,)- r,(cosb, +isend,) =r, -r,(cos(d, +6,) +isen(6, +6,))

2 _ 1(cost + |_sen6?1) = L(cos(e1 —-0,)+isen(0,-6,)); z, =0
z, r,(cosd,+isend,) r,

b)

c) z" =[r(cos@ +isend)]" = r"(cos(nd) +isen(nd)); ne N
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Observacion.

1) El teoremaen su parte a) y b) se demuestra con ayuda de las identidades
trigonométricas: sen(a + f) = sena cos f + cosa senf

2) Laparte c) del teorema se demuestra usando inducciéony se llama Teorema
de De Moivre

3) Si z=r(cosd+isend) = 0 entonces:

[V 0
a 1 = cos0 +|§en0 = 1(cos(—H) +isen(—0)) = l(cose —1isend)
z r(cos@+isend) r r

b) in:in(cos néd—sennd)
2" or

Ejemplo.
Calcule (-1+1i)*
Solucion.
Como z=-1+i=+/2 (cos135°+isenl35°) entonces
(—1+i)* = [V/2(cos135°+isen135°)|
= (v2)* (cos(42 -135)°+isen(42 - 135)°)
= 2°!(c0s5.670%+isen5.670°)

= 2% (cos(15- 360 + 270)°+isen(15- 360 + 270)°)

= 2% (cos 270°+isen270°) = —2%i

Ejemplo
N6
Escriba en forma a -+ bi la expresion m
5+5i
Solucion

Escribimos cada complejo en su forma trigonométrica, los dividimos, aplicamos el Teorema
de DeMoivre y listo.

[10\/§+10ij_6:( 5+ 5i JG

5+ 5i 10+/3 +10i
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6
3 5+/2(cos 45°-+isen45°)
20(cos 30°+isen30°)

= _¥ (cos(45°-30°) + isen(45°—30°))}6
= _% (c0515°+isen15°)}6

= g]e(cos 90°+isen90°)

=2+ =i

Definicion.

Sea zeC—{0} ; ne N,n>1. Decimos que w e C es una raiz n-ésimade z si

y solo si w" =2z,

Observacion.
Si denotamos w = R/E entonces: w = Q/E SwW =72

Ejemplo.
e 1 1 5 1 1 4 ] -
Verifique que w, = —E+E\/§| , W, = —E—E\/ﬁ , W, =1 son raices cUbicas de 1

Solucion.
Debemos demostrar que w’ =1,i =123

Como w, = —%+%\/§i = c0s(120°+isen120°) entonces, usando el teorema de

DeMoivre obtenemos: w? = [c0s120°+isen120°]’ = cos 360°+isen360°=1

De manera anéaloga,

w; = (—%—%ﬁi)"’ = (c0s 240°+isen240°)® = cos 720°+isen720°=1

6.10 Raices del complejo z =r(cosd +isend) =0

Las n raices n-ésimas del complejo z = r(cos@ +isend) = 0 son:
. 0 . 0
W, = Q/F(coseJr k -360 L isen 6 +k -360
n

) donde k =0,1,2,...,.n-1
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Observacion.

0 . o]"
Note que w, = {\/_(CO k360 isenm}

n n

. 0 . 0
_ (R/F)”(cose+k 360 -n+isen6+k 360 n)
n n
=r(cosé +isend) =z
Ejemplo.
Calcule las tres raices cubicas de -8
Solucion.
Como z = -8 =28(c0s180°+isen180°) entonces
180°+k360° . 180°+k360°

Y-8= \/8(cosl80°+isen1800) =W, = 3\/§(cos 3 +isen 3 ),
k=012

Si k = 0entonces w, = 2(cos60°+isen60°) = 2(%+%\/§i) =1+i/3
Si k =1entonces w, = 2(cos180°+isen180°) = 2(-1+0i) = -2

Si k = 2entonces w, = 2(cos300°+isen300°) = 2(%—%\@) =1-1i+/3, asi,
-2

3-8 ={1+i/3
1-i/3

Ejemplo.

Determine m,n e R tal que z =1+ isea raiz de laecuacion z° + mz®> +n=0
Solucion.

Si z=1+ientonces z = ﬁ(cos 45°+isen45°) de donde:

7 2

z —[\/_(00545°+|sen45°)] ( )(c05225°+|sen225°) (\/_) (————l)_—4 4i

2z

z —[x/_(cos45°+|sen45°)] ( ) (cos125%+isen125°) = (\/_) (——+—|) =-2+2i
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De z° + mz® + n=0 obtenemos (—4 — 4i) + m(=2 + 2i) + =0+ 0i es decir,

—4-2m+n=0 )
obtenemos .Como m=2,si reemplazamos este valor en la
-4+2m=0

ecuacion —4 —2m+n=0 conseguimos N =8

Ejemplo
Calcule el valor de (1+w)® + (1+w?)? si, w es raiz clbica de 1y distinta de la

unidad
Solucion.

Ya hemos visto en un ejemplo anterior ,las tres raices cubicas del 1; las dos
] . 1 1 - 1 1 7
raices distintas del 1 son: w1:—§+§\/§|; W, :—E—E\@, sin embargo, no

conviene reemplazar cada uno de estas raices en la igualdad planteada, nos conviene
realizar el calculo de la siguiente manera.

Como w es raiz clbica de 1 entonces w® =1, de aqui obtenemos w* -1=0,
factorizando tenemos (w—1)(w?* + w+1) =0

Como w=1 entonces w? +w+1=0asi, 1+w=-w* y 1+w? = —w entonces
A+w)® +(1L+w?)?=
(W2 +(—w)? =—w® —w® = (W) —(W*)?  =-1-1=-2

6.11 Forma exponencial
La ecuacion e'’ =cosé@ +isend que definea e'’, Y@ e R se conoce como la

formula de Euler; asi, z = r(coséd +isend) = re'’

Observacion.
Se puede demostrar:
a) i% @it _ gi@+0)
b) (eiﬁ)n :eing

Ejemplos.
1) Calcule (1-i)*

Solucién.
23 237

(l_i)23=(\/5e_%i)23 — Z?e_ 4
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2) Demuestre que:
i0 -i0
a) cosd = e +e

o -0
b) senezi
2i

Demostracion.
) e’ +e™’  cosd+isend +cos(—0) +isen(—0)

=Cc0sd
2 2

b) Se demuestra de manera analoga

1
3) Demuestre que send = %sen@ —ZsenSH

Demostracion.
e _gi0
sen®d = (——)3
( T )
B (ei9)3 _3(ei9)2e—i9 +3€i9(e—i9)2 _ (e—i€)33

B 8i®

_ _l-(e3i6’ _3ei? 4 3 _e—3i¢9)
8i

— __i8i(ei6’ _ e—ié’) _é(el’:ié’ _ e—3i6’)

3ei? _g it 1 %0 _g 30

4 2 4 2

= EsenH —isen3¢9
4 4

6.12 EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Determine los nimeros reales x e y tal que 3(x+2) +2iy —ix+5y =7 +5i

Resp x——§ y—E
' 11 ' 11
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2) En los siguientes ejercicios reduzca a la forma a + bi

a) (3+5i)+ (5+2i) - (4+7i)? b) (2+ 3i)(5 - 3i)(~4 +5i°)

o 52, 245 o3
4+i 3i 4(5-1)(4+61)
g (5D ﬂ{ 2" .T
3—i (2+1)(3+4i)
g) Si z = a+ bi,determine:
Diﬁig) ii) [l Re(z) +iIm(z)|[L- Re(z) —i Im(z)]
Resp.i)—i  ii)1+a”+b*-2a

3) Siz=1+2i,2,=-2+1, z,=-1-1, calcule:

a) 2z, +3z, +3 b) 2 c) 27 +222
iz,

4) Represente en el plano
a) {ze C/Re(z) =2} Resp. Recta de ecuacion x = 2

b) {zeC/1<Re(z)<2,0<1Im(z) <3}

C) {z eC /| z| < l} Resp, Circulo con centro en (0,0) y radio menor o igual a1

d) zeCllz-i|<4}

{
e) {z e C/Re((z-1)?) = Re(2z(z —1))} Resp Hipérbola 1= x> - y®

f) {z eCl(z+D)(z+1)+2Re(z+1) SO}

5) Determine: Re(p) e Im(p) si p es:

a) z° b) 2 c) % donde z=a+bi donde ab#0
z z
Resp. a) Re(p) =a®—3ab? , Im(p) =3a’b
2b 2a
b) Re(p)=——— , Im(p)=————
) Re(p) Y (p) 7. p?

6) Determine z € C tal que:
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a)|z/-z=1+2i  Resp. g—Zi

b) 7 +z=2+i Resp.%+i

C) z-2+3(z—-2)=4-3i Resp.@—%i ; —@—%i

d) z-2+2z=3+i

7) Evalue las siguientes expresiones:
a) [(2-3i)(5+4i)(L+i) b) (2+1)(-3+4i)(5-3i)

(3-4i)5+3i) |

_3i2 Resp. a) v1.066 b) V5 c)%@

(3+5i)(5- 2i)

c
) 5+2i

8) Demuestre que VzeC:2° =7°

9) Encuentre los nUmeros complejos z que satisfacen las dos relaciones siguientes:
z-12 5 z-4
z-8i| 3 z-8

Resp. z=6+17i , z=6+8i

=1

10) La suma de dos numeros complejos es 3+2i. La parte real de uno de ellos es 2.
El cuociente entre ellos es imaginario puro. Hallar ambos nimeros

Resp. 2, =2+(1+3)i , 7, =1+ (1-3)i :
2, =2+@1-+3)i , 7, =1+ (1L+/3)i

11) Analice si se cumplen las siguientes igualdades:

9 @ (1B 1B
3-4i 2 2

12) Verifique si el ndmero  complejo z:l_;ﬁ satisface la ecuacion

3 1y
z+1 z
13) Demuestre que:

a) (z-2)<0 vzeC b) Si 22 = z° entonces z € R v Re(z) = 0
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14) Determine z € C tal que |7 I
z
Resp. z:1+£i , z:i——si
2 2 2 2
@+1)z—iu=2+i
15) Resuelva: ; . . ,zZueC
2+1)z+2-1u=2i
6-09i -16+11i
Resp. z=—— ,U=——
13 13

16) Si (w+£)ei}{ ,W e C, demuestre que Im(w) =0v |w =1
w

17) Si zzweC y |z|=1, demuestre que |= Wi
z-w+1
18) Calcular:
a) z i Z+W:1+4i tal que z,we C Resp. E
w Z-W 2
b)1+1 Si z=3-4i ,u=4+3i
Z U
o J5
c si z=2i Resp. —
) 7-1° P 10
19) Calcule
ﬁ \12 ]_ \/é 10
a)|1- —Ii b) +|'
2 1-i

20) Usando De Moivre y Teorema del Binomio demuestre que:
a) sen(30) = 3sen(d) — 4sen®(0)
b) cos(36) = 4sen®(8) —3cos(0)
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21) Exprese en forma a + bi

a) z=-/—T7+24i

\-6
) 2~ [10@ +_1o|]
5+5i

) z=+6+iv3 Resp. z:i\/%iii

2

d) z=+4/-11-60i Resp. z=5-6i , z=-5+6i

c) S =1+i_+....+;_27
1+i @+

22) Si w =1 es una raiz cubica de 1 verifique si:
a) 1+w?)* =w
b) A—w+w?)1+w-w?)=4

c) (2+2w+5w*)® =729

23) Demuestre que:

a) (1+i)° =2%(cosnf+isennf); neN

b) (3-i) = 2"(cos”é[+isen”é’) ‘neN

24) Verifique
A+i)(1+i-/3)(cosd +isen ) = Zﬁ{cos(g +0)+ isen(g + 9)}

25) Calcule, usando forma trigonométrica

2) (/3+i)L+i) b) A+i3)A-i) ¢ ;:

3-3.3i

RN

e) 1—i)¥ f) (24/3 +2i)°
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- 16 . 5+ 5i . -\ 42
9) @-1)" +1+1i) h) m ) @+1i)
26) Resuelva:
a) 3—i b) 3/4-/3 - 4i c) 41

27) Encuentre las 5 raices quintas de la unidad
28) Resuelva la ecuacion z° —2iz° -1=0; zeC

29)Si x, +iy, = (1+i+/3)" ¥ne N demuestre que X, Y, — X, Y, = 22" 2-/3

30) Demuestre que (1+i+/3)" + (1—i~/3)" =2""* cosn;

31)Sea z#1 una raiz n-ésima de la unidad. Demuestre que para todo natural
distinto del unose cumple: 1+z+z° +..+z"" =0

32) Resuelva la ecuacion.
a) x* +8+8i/3=0 b) x® +7x*-8=0

33)Sea x, +iy, = (1+i~/3)*". Demuestre que x, +2°x, , =0

34)Si z=(n-1)!+nli y w=1+ni, pruebe que | zw|=(n-1)!(1+n?)
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CAPITULO 7

POLINOMIOS
7.1 Definiciones
Definicion.
Sea K un cuerpo. Un polinomio en x, con coeficientes en K es toda expresion

del tipo p(x)=> ax =a, +a,x+a,x* +..+a,x"+...; &, xeK;ne NuU{0} donde
i=0

todos los coeficientes a,;son nulos, excepto una cantidad finita de ellos

Notacion.

Al conjunto de todos los polinomios en la indeterminada x con coeficientes en K lo
denotamos K[x]

Definicion
Sea p(x) :Zaixi € K[x], definimos el grado de p(x) , denotado A(p(x)),
i=0

como aquel me N U {0} tal que a, esel dltimo coeficiente no nulo.

Ejemplos.
1) Si p(x)=2+3x-5x* entonces d(p(x)) =2
2) Si p(x)=2x entonces o(p(x))=1
3) Si p(x) =5 entonces o(p(x))=0
4) El polinomio nulo no tiene grado

Observacion.
1) Podemos escribir los polinomios en orden decreciente
2) Para simplificar la notacion podemos escribir o(p) en lugar de o(p(x))

7.2 Sumay multiplicacién de polinomios
Definicion.

Sean p(x) = Zaixi,q(x) = Zbixi € K[x], decimos que p(x)=q(x) si y solo
i=0 i=0
si son idénticos, es decir, p(x) =q(x) < a, =b, Vi
Ejemplo.

Sean p(x)=(a—-b)x* +(c-Dx®+(d+c)x, q(x) =7x°+(2d +b)x* —2x dos
polinomios definidos en los reales, determine a,b,c,d € R para que p(x) =q(x)
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Solucién
a-b=0
. |lc-1=7 .
Se debe cumplir: ; es decir, para a=20,b=20,c=8,d =-10
d+c=-2
2d+b=0

Definicién

Sean p(x) = iaixi ,q(x) = ibixi e K[x] entonces:
i=0 i=0

1) p(x)Jrq(x):d(x):icixi tal que c, =a, +b, Vi

i=0

2) p(X)'Q(X)Ze(X):idixi tal que d :izakbi—k

Observacion.
Se puede demostrar que:

a) d(p +q) <max{a(p), (q)} si (p +q) existe
b) o(p-q) =a(p)+0(a)

Ejemplo.
Sean p(x) =4x® —2x* +3x , q(x) = 2x* +5x -2 e R[x].

Si p(x)-q(x) =r(x) = Zdixi , determine d,
i=0
Solucion.
2
dz = Zak bsz = aobz—o + ale—l + azbz—z = aobz + a‘lbl + azbo
k=0

—0-243-5+(-2)-(-2) =19
Notemos que r(x) =8x° + (20— 4)x* + (-8 =10 —6)x° + (4 +15)x* + (-6)x

Teorema (Algoritmo de Euclides)

Sean p(x),q(x) € R[x] , q(x) = 0, entonces existen s(x),r(x) € R[x], tnicos, tal
que p(x) =qg(x)-s(x)+r(x) donde r(x) =0vo(r) <o(q)

Observacion.
Al polinomio s(x) lo llamamos cuociente y al polinomio r(x) lo llamamos resto
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Ejemplo.

Sea p(x) = x> +2x? —3x -4, q(x) = x—2 € R[x]. Determine el resto y el
cuociente que se produce al dividir p(x) por g(x)
Solucion.

XP+2x% =3x—4:x-2=x*+4x+5

Fx®+2x°

4x* —3x -4
T 4x* +8x
oXx—4
F5x£10
6

Hemos obtenido: s(x) = x* + 4x +5, r(x) = 6 de donde podemos escribir
x® +2x* —3x—4 = (x* +4x+5)(x—2) +6 0 equivalentemente

3 2 _
X7 42X —3X 4=x2+4x+5+ 6
X—2 X—2

Observacion.
Cuando el polinomio divisor es de la forma x —a podemos efectuar la division

mediante “division sintética”, método que mostramos con el desarrollo del mismo
problema anterior, tenemos:

12-3-4]2
2 8 10| Note que el cuociente es s(x) = x> +4x+5 yel restoes r(x) =6
14 5|6

7.3 Teorema del resto
Definicion.
aeR esuncero de p(x) eiR[x] 0 raiz de la ecuacion p(x) =0 siy soélo si
p(@)=0

Ejemplo.
a=-3esraizde p(x)=x*+x-6=0yaque p(-3)=(-3)*+(-3)-6=0

Teorema del resto
Si p(x) e sJ%[x] y a e ‘R entonces el resto que se produce al dividir p(x) por

x—a es p(a)
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Demostracion.
Por el Algoritmo de Euclides tenemos: p(x) = (x—a)s(x)+r(x)donde

r(x)=0 o o(r(x)) <o(x—a)=1; esto nos indica que en cualquier caso el resto es
una constante, es decir r(x)=r=C"*, entonces p(x)=(x—a)s(x)+r; es inmediato
concluir que p(a)=(a—-a)s(@)+r=r

Ejemplos.
1) Si p(x) =x* —1,q(x) = x—1 entonces al dividir p(x) por q(x) = x—1 el resto que
se produce es r = p(1) =1* —1=0de donde , la division es exacta

2) Determine k € R para que:
a) p(x)=2x®+kx? —3x—4 sea divisible (exactamente) por x +1
b) p(x) = x* +2x® —3x* + kx — 7 sea divisible por x—2 y tenga resto 3
Solucion.
a) Se debe cumplir que p(-1) =0.Como p(-1) =-2+k+3-4=0 entonces k =3
b) Se debe cumplir que p(2)=3. Como p(2)=16+16-12+2k -7 =3 entonces
k=-15

3) Sean 1y 5 el resto que se produce al dividir p(x)e R[x] por x+2 y x-3
respectivamente. Determine el resto que se produce al dividir p(x)por producto
(x+2)(x-3).
Solucién.

Usando el Algoritmo de Euclides tenemos: p(x) = (X + 2)(x —3)q(x) + r(x) donde
el resto r(x) debe ser a lo mas de grado 1, sea r(x) = ax+b entonces
p(x) = (x+2)(x—3)q(x) + (ax + b), debemos determinar a,b € R
—-2a+b=1

Como p(-2) =1y p(3) =5 entonces el sistema que se produce es
3a+b=5

de donde, resolviendo obtenemos a = g b= % , asi, el resto que se produce al dividir

p(x) por (x+2)(x—3) es r(x):g“%

Teorema.

acR esuncero de p(x) e R[x]< (x—a)es factor de p(x)
Demostracion.

=) aeR cero de p(x)= p(a)=0, por otro lado, como
p(x) = (x—a)s(x)+r
entonces p(a)=(a—a)s(x)+r =0 dedonde r =0, asi, p(x)=(x—a)s(x), lo que nos
indica que (x—a) es factor de p(x)

<) Si (x—a) es factor de p(x)entonces p(x) = (x—a)s(x), asi,
p(a) = (a—a)s(x) =0de donde a € R escero de p(x)
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Ejemplo.

Encuentre una ecuacion monica de grado minimo cuyas raices sean
2,0,1,-5
Soluciodn.

Por el Teorema anterior concluimos que x—2,x—0,Xx—1,x+5 son

factores de p(x), asi, el polinomio pedido es p(x) = x(Xx—2)(x—=1)(x+5)

Nos debe motivar “factorizar” un polinomio, para ello, tenemos el siguiente
teorema.

Ejemplo
Determine A y B de modo que p(x) = x* + x> + Ax* + Bx +30 sea divisible tanto
por x—2 como por X+3
Solucioén
Como p(x) = 0es divisible por x —2entonces x =2 es un cero p(x) de donde
p(2)=16+8+4A+2B+30=0, es decir, 4A+2B =-54

De manera analoga, p(-3)=81-27+9A-3B+30=0, de donde 9A-3B =-84

A+2B=-54 .,
A y lasolucion es A=-11,B=-5

4
El sistema que se produce es
9A-3B=-8

7.4 NUmero de raices de una ecuacion
Demostraremos que toda ecuacion polinomial de grado n tiene n raices, para
ello necesitamos el siguiente teorema

Teorema ( Teorema Fundamental del Algebra, TFA)
La ecuacion polinomial p(x)=a,x"+a, X" +...+ax+a,=0,a, #0
tiene, por lo menos, una raiz real o compleja

Observacion.
La demostracion del Teorema esta fuera del alcance de esta secciony lo
usaremos para demostrar el siguiente teorema.

Teorema.

La ecuacion polinomial p(x) =a,x" +a, ,x"*
tiene, exactamente n raices
Demostracion.

Por el TFA, la ecuacion planteada tiene al menos una raiz, seaella r;;
entonces x —r, es factor de p(x) de donde: p(x)=(x—-r,)q,(x) =0, con g,(x) de grado
tal que el coeficiente de x"™" es a, .

+..+ax+a,=0,a,#0
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Aplicando el TFAa q,(x)=a, X" " +b ,x"*+..+bx+b, =0,
afirmamos que existe al menos una raiz, seaella x =r,, asi, q,(x) =(x—-r,)q,(x) de
donde p(x)=(x-r)(x-r,)g,(x)=0.

Si repetimos el proceso obtenemos p(x) =a,(X—r)(X—r,)....(x—r,) =0,
dedonde r ,r,,...,1, son raices de la ecuacion.

Demostraremos ahora que esas raices son las Unicas; supongamos que r es
otraraiz de p(x) =0, entonces deberia cumplirse que p(r) =0, sin embargo esto

ultimo no escierto yaque p(r)=a,(r—r)(r—r,)....(r—r,)#0

7.5 Raices racionales
Teorema

Si una fraccion irreducible 4 € Q esraiz de la ecuacion

p(x)=a,x"+a, X" +..+ax+a, =0; a, #0 entonces c es divisor de a, ( ¢

2 )

)Y
desdivisorde a, (d

Demostracion.

c . .
Como 4 € Q es raiz de la ecuacion

c
p(x)=a,x"+a, X" +..+a,x+a, =0 entonces p(E) =0

n n-1
c C C c
p(a) =0=a, (E] + a“(Hj +oeent al(aj +a,=0

n n-1
c

=ad,—+a

" g ”‘1F+ ..... +a1§+a0 =0/d" =0

=a.c"+a, c"'d+...+acd""+a,d" =0 (*)

n

=a,,c"'d+...+acd"" +a,d" =-a,c

n

Como d divide la primer lado de la igualdad anterior entonces d divide a
—a,c",ydado quednodivide a centonces d debe dividira a,
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Analogamente, de (*) tenemos a,c" +a,,c"'d +.....+acd"" =-a,d",
de lo cual concluimos que c debe dividir a a,

Observacion.
1) EIl Teorema nos entrega las posibles raices racionales de la ecuacion.
2) Usando la contrapositiva concluimos que: sid no dividea a, ocno

. c ] .
divide a a, entonces 1 no es raiz de la ecuacion

Ejemplo.
Resuelva la ecuacion p(x) = 2x* —x* —11x* +4x+12=0
Solucion.

: ] : - C
Las posibles raices racionales de la ecuacion son 4 donde c|12 y d|2 .

Como cef{tl, +2,+3,+4,+6,+12} y d {1 +2} entonces las posibles
raices

racionales son %e{il, i2,i3,i4,i6,112,i%,i§}.

Ahora debemos determinar, por reemplazo, alguna raiz:

Como p(1) =4 =0 entonces x =1 no es raiz de la ecuacion.
Como p(-1)=2+1-11-4+12 =0 entonces x = —1 es raiz de la ecuacion, asi
entonces p(x) = 2x* — x> —11x” + 4x +12 = (x + 1)s(x) ; este polinomio s(x) lo podemos

2-1-11 4 12|-1

determinar por division sintética; tenemos: -2 3 8-12
2 -3 -812[0

, de donde

s(x) = 2x% —3x? —8x +12; asi:
p(x) = 2x* —x® —11x* + 4x+12 = (x +1)(2x* —3x* —=8x +12) =0

Repetimos el proceso para la ecuacion s(x) = 2x® —3x? —-8x+12 =0 las
posibles

raices racionales son % € {J_r 1, £2,£3,£4,+£6,£12, _%, + g} y obtenemos

$(2) =16-12-16+12 =0, de donde s(x) = 2x> —3x* —8x+12 = (x —2)m(x) , este

m(x)
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2-3-8 12|2
lo obtenemos por division sintética; tenemos: 4 2 -12 de donde
2 1-6|0

m(x) = 2x° + X—6 , asi, s(x) = 2x® —3x* —8x+12 = (x — 2)(2x* + X—6) y entonces
p(x) = 2x* —x® —11x* +4x+12 = (x +D)(x - 2)(2x* +x—-6) =0

Como el polinomio cuadréatico 2x* + x —6 se factoriza por (2x —3)(x +2)
entonces

p(x) = 2x* —x® —11x® + 4x+12 = (x + 1)(x — 2)(2x — 3)(x + 2) = 0 de donde las raices

de la ecuaciéon son: x=-1, x =2, x=g, X=-2

Observacion.

1) En lugar de factorizar podria resolver la ecuacion 2x* +x—6=10

2) Todas las raices de la ecuacion original estaban en el conjunto de las
posibles raices racionales, sin embargo, si intenta detectarlas, sélo por
reemplazo, podriamos tener problemas en el caso en que alguna de ellas
tenga multiplicidad dos 0 mas.

Ejemplo

Resuelva la ecuacion 4x* —4x® —5x*> + x+1=0

Solucion.

Como c e {+1}y d e {+1,+ 2, + 4}entonces las posibles raices racionales de la ecuacion
c 1 1

X)=0son —eq+tl +— +—

-0sm & fiasd 2]

Dado que p(l) = i—E—E+1+1 =0 entonces x = 1 es raiz de la ecuacion y luego,
2 4 2 4 2 2

(x—%) es factor de p(x), asi, p(x):(x—%)s(x).
Al dividir p(x) por x—% obtenemos s(x) = 4x® —2x* —6x — 2, de donde

p(x) = 4x* —4x® —5x* + x+1= (x—%)(4x3 —2x?-6x-2)=0

UNIVERSIDAD DE SANTIAGO DE CHILE
FACULTAD DE CIENCIA - DPTO. DE MATEMATICA Y C.C. 136



MATEMATICA GENERAL 10.052, HERALDO GONZALEZ S.

Si aplicamos otra vez el método a la ecuacion s(x) = 4x® —2x* -6x—-2=0, las

posibles raices racionales son % € {J_r 1,+2, J_r%, + %}

Como s(—%) = 0entonces s(x) = (x+%)m(x) y, al dividir s(x) por x+%obtenemos

m(x) = 4x* —4x—4.

1445 _1-45

Al resolver la ecuacion m(x) =0 obtenemos x = 5 5

Finalmente, las raices pedidas son: x, =

1X2:__$X3: !X4:—

N

7.6 Naturaleza de las raices
Teorema

Si un nimero complejo z=a+hbi es raiz de la ecuacion polinomial
p(x)=a,x" +..+a,x+a, =0,a, € R entonces el conjugado z=a—bi también es
raiz de la ecuacion.
Demostracion.

Como z=a+hi es raiz de la ecuacién entonces p(z) =0. Notamos que las

potencias pares de bi producen numeros reales y las potencias impares de bi
produciran expresiones imaginarias.

Si denotamos por A a la suma algebraica de los nimeros reales y por Bia la
suma algebraica de los nimeros imaginarios entonces p(z) =0 se puede escribir como

A+Bi=0, dedonde A=B=0

Si ahora analizamos p(E) las potencias pares de —bi tienen el mismo valor
que las potencias pares de bi y las potencias impares de —bi solo diferiran de las
potencias impares de bi en el signo, asi p(z)=A-Bi; como A=B=0 entonces

p(z) =0, por lo cual z=a—bi también es raiz de la ecuacién p(x) =0

Ejemplos
1) Si x=1+i es raiz de la ecuacion p(x) = x®—4x*>+6x—-4=0 determine las otras
raices de la ecuacion.
Solucion.

Como x=1+i es raiz de la ecuacion entonces x =1—i también es raiz de la
ecuacion, asi x—(1+1i) y x—(—1) son factores de p(x), en consecuencia podemos

escribir p(x) = x* —4x® +6x—-4=(x-(1+))(x-1-))q(x) =0
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Como (x — (L+1i))(x—(L—1i)) = x> —2x + 2entonces el polinomio se puede

escribir ~ como x* —4x* +6x—-4=(x*-2x+2)q(x), de donde
x* —4x* +6x—4
X) = =X-2
1) X* —2X+2

Tenemos p(x)=(X—-(A+i))(x—-@A-1)(x=2)=0, por lo tanto las raices
pedidas son: x=1+1i, x=1-1, x=2

2) Determine a,b € R paraque p(x)=x*+2x*+ax+b=0 tengaraiz z=1+i
Solucion.

Si z=1+1i esraizde p(x) =0 entonces z=1-i también es raiz, asf, X—=1+i) y
X —(L—1) son factores de p(x), es decir, p(x) = (x—(@+1))(x—(1L—1))s(x); como
(x—(@+1))(x—(1—1i)) = x> —2x+2 entonces p(x) = (x* —2x+2)s(X).

Al dividir x* +2x* +ax+b por x? —2x+2 el resto que se produzca debe ser igual a
ceroy, alli obtenemos la ecuacion para determinar a,b € R pedidos; tal resto es

(12+a-8)x+(b—-12) dedonde: a=-4,b =12

Este problema también podemos resolverlo usando la teoria de numeros complejos;
tenemos:

Como z =1+i esraizde p(x)=x*+2x®+ax+b =0 entonces se cumple:

A+i)*+2@0+i)*+a+i)+b=0+0i, calculemos las potencias alli sefialadas, usando
DeMoivre, tenemos:

A+i)* = [\/E(COS45°+i sen 450)]4 = 4(c0s180°+isen180°) = 4(-1+0i) = -4

@2

A+i)® = [\/_(cos 45%+isen 450)] = 24/2(c0s135%+i sen 135°) = 24/2(—= —) =-2+2i

asi, la ecuacion queda: —4+2(-2+2i)+a(l+i)+b=0+0i, de aqui concluimos:

-4-4+a+b=0 )
,esdecir, a=-4,b=12

4+a=0
3) Sea p(x) = x* —3x> —27x—36 e R[x] tal que bi esraiz de p(x) = 0; determine las

otras raices de la ecuacion.
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Solucion.
Como bi es raiz de p(x) =0 entonces (bi)* —3(bi)* — 27(bi) —36 =0, de esto
concluimos que b*i* —3b%i® —27bi —36 = 0+ 0i, asi, podemos deducir el siguiente
b*-5b%>-36=0

sistema: : de la segunda ecuacion obtenemos 3b(b* —9) = 0; como
30 -27b=0

b = 0 entonces b®> =9 =0 de donde b = +3

Para cualquiera que sea el valor de b concluimos que 3i y —3i son ceros de
p(x).asi, p(x)=(x—3i)(x+3i)s(x)

Como (x —3i)(x+3i) = x* +9 entonces el cuociente s(x) se obtiene
dividiendo
p(x) por x*+9;tal s(x) es s(x) = x> —3x —4, de donde
p(x) = (x = 3i)(x + 3i)(x* —3x—4) ; resolviendo la ecuacion x> —3x—4=0
conseguimos x=4 , x=-1

Las raices de p(x) =0 son: 3i, —3i, 4, -1

7.7 Algunas ayudas para encontrar raices.

Ayuda 1 (cota superior de las raices)

Si en la ecuacion polinomial p(x)=a, x"+a, X" +..+ax+a, =0, con
coeficientes reales se cumple: a, > 0, el primer coeficiente negativo esta precedido por r
coeficientes positivos o nulos y si a, es el coeficiente negativo de mayor valor

]

absoluto entonces cada raiz « de la ecuacion es menor que 1+r|—
a

n

Ejemplo
En la ecuacion real p(x) = x° +2x* —18x” +41x +30 =0 tenemos que: r =3,

) ) 18
a,=-18, a, =1, asi, todaraiz o estal que o <1+3/—— —1+418~53

Note que las posibles raices racionales de la ecuacion son
c : .
4 € {i 1,+2,+3,£5+6,+15,+ 30}y que el acotamiento de las raices por lo menos

elimina 4 posibles raices; en definitiva las raices son 2, 3, -1, -1, -5
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Ayuda 2 . Regla de los signos de Descartes
Definicion.

Sea la ecuacion polinomial p(x) =a, x" +a, X" +..+ax+a, =0, con
coeficientes reales; decimos que dos coeficientes consecutivos a,, a, tienen una
variacion de signosi a, -a, <0

Denotamos por V al nimero de variaciones de signo de p(x) =0

Ejemplos.
1) La ecuacion 3x* —2x® +8x* +5=0 tiene dos variaciones de signo, en tanto que, la
ecuacion x® +3x* +2x+1=0 tiene cero variaciones de signo

2) Encuentre las raices de la ecuacion 3x® +11x* +8x—4=0
Solucion.

Las posibles raices racionales de la ecuacion son de la forma P tal que pes

q
divisor de -4 y g es divisor de 3; como p e {+1, 2, +4}y qe {+1, +3} entonces

q
. . p 1 2 4
las posibles racionales son tal que —e<x1, +2, £4, +—, ig, J_rg
q

w

Para decidir cuales de las posibles raices racionales son, en definitiva, raices
racionales

de la ecuacion debemos verificar si m(x) =0 donde m(x) = 3x® +11x* +8x—4

Al verificar, detectamos que m(-2) = 0, asi, -2 es raiz de la ecuacion, es decir,

x+2 es factor de p(x) entonces, 3x® +11x* +8x —4 = (x + 2)s(x) ; debemos
determinar el cuociente s(x), lo cual lo realizamos por division sintética, tenemos:

311 8 -4/2
-6 -10 4 . El polinomio buscado es s(x) = 3x* +5x — 2 de donde, el
35 -2 | 0

polinomio m(x) es m(x) = (x + 2)(33x* +5x—2)y la ecuacion es
m(x) = (x+2)(3x* +5x—-2) =0

Si resolvemos la ecuacion 3x* +5x —2 =0 obtenemos x = % X =-2 asi,
3% +11x% +8x —4 = (x + 2)(x —%)(x +2) de donde, las raices de la ecuacion son:
x =—2 de multiplicidad 2y x :%
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Observacion.

1) Si solo intentaramos ubicar las posibles raices por simple verificacion entonces
la raiz de multiplicidad 2 no la habriamos detectado.

2) Notemos que la Regla de los signos de Descartes nos indica que “el nimero de
raices positivas de la ecuacion m(x) = 3x* +11x* +8x—4 =0 es el nimero de
variaciones de signo de m(x) o ese nimero disminuido en un ndmero par”,
como el numero de variaciones de signos de m(x) es 1 entonces el nimero
de raices positivas es 1; por otro lado “el namero de raices negativas de la
ecuacion m(x) = 3x® +11x* +8x—4 =0 es el nmero de variaciones de signo
de m(—x) o ese nimero disminuido en un numero par”, como
m(—x) = —3x> +11x* —8x —4 entonces el nimero de variaciones de signo es 2
y la cantidad de raices negativas de la ecuacion es 2 o ninguna.

Dado que el numero de raices de la ecuacion es 3 entonces la posible multiplicidad de
las raices es: 1 raiz positiva y 2 negativas o 1 raiz positiva, 0 raiz negativay 2 raices
complejas; en definitiva se obtuvo la primera opcion

Regla de los signos de Descartes

Sea la ecuacion polinomial p(x)=a, x"+a, ,x"*+..+ax+a, =0, con
coeficientes reales. Si V es el nimero de variaciones de signo de p(x) =0 entonces el
namero P de raices positivas es P 0 ese nimero disminuido en una cantidad par

El nimero N de raices negativas de la ecuacion p(x) =0es igual al numero
de variaciones de sigo de p(—x) =00 ese niumero disminuido en una cantidad par

Ejemplo
Analice la ecuacion p(x) =2x*-5x+1=0

Solucion.
Como p(x) tiene dos variaciones de signo entonces la ecuacion tiene 2 raices

positivas 0 ninguna.

Como p(—x) = 2(—=x)* —=5(—x) +1=2x"* +5x+1 entonces la ecuacion p(x) =0
tiene ninguna raiz negativa. Asi, la ecuacion tiene: 2 raices reales y 2 raices complejas o
4 raices complejas.

Como p(0) =1y p(1) =—-2 entonces dado que el polinomio es “continuo”
concluimos que existe una raiz real en el intervalo (0,1) c R, asi, en definitiva, la
ecuacion tiene 2 raices reales y 2 raices complejas
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Método de aproximaciones sucesivas

Es posible que a veces una ecuacion polinomial no tenga raices racionales, por
ejemplo, la ecuacion p(x) = x> + x—4 = 0 tiene como posibles raices racionales en el

conjunto {il,iz,i4}y ninguna de ellas, en definitiva, es raiz

Por otro lado, la regla de las variaciones de signo nos indica que la ecuacién
tiene una raiz real positiva 'y dos raices complejas. ;Cémo obtenemos la raiz real,
siendo esta una raiz irracional?

Para obtener, por aproximacion, la raiz real positiva, debemos acotarla por dos
enteros consecutivos; como p(l) =-2 y p(2) =6 entonces la raiz pedida esta entre 1 y

2.

Un método puede ser el de determinar la ecuacion de la recta que pasa por los
puntos (1,2) y (2,6) que es de la forma ax+by+c =0y determinar el valor de la

variable
xcuandoy =0

El proceso se repita las veces necesarias

7.8 Relaciones entre coeficientes y raices de una ecuacién
En la ecuacion polinomial a x"+a, X" +...+ax+a,=0, a, #0, se cumple la

siguiente relacion entre los coeficientes a ,i=0,1,2,...,n y las n raices r.

a , .,
— -1 — suma de las raices de la ecuacion
a

n

a ]
-2 — suma de los dobles productos de las raices
a

n

a . ]
— =3 — suma de los triples productos de las raices

an

a ]
(-1)" =2 =producto de las raices
a

n

Ejemplos.
1) Determine k € Ren la ecuacion x* —7x+k =0 para que una de sus raices sea el
doble de otra de ellas
Solucion.
Sean a, b, 2b las raices con la condicion impuesta entonces se cumple:

a+b+2b=—%:0; ab+2ab+2b2=_T7:—7 ; 2ab2:—%:—k
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2)

a+3b=0 1)
El sistema que debemos resolver es: {3ab + 2b* = -7 (2)
2ab* = -k (3)

De (1) obtenemos a = —3b, reemplazando en (2) conseguimos
—9b®+2b® =-7,asi, b==+1
Si reemplazamos estos valores en (1) entonces:

b =1= a =-3de donde, en (3) obtenemos k = -2(-3)L=6
b =—-1= a =3de donde, en (3) obtenemos k = —2(-3)(-1)* = -6

Para k =6 y k =—6 se produce lo pedido

Si a,b,c son las raices de la ecuacion x* — px®+qx—r =0 determine el valor

1 1 1
de la expresion ¥+F+C—2
Solucion.

- P q —-r
Como, a+b+c == P, ab+ac+bc:I: q, abc:—Tz r entonces la
., 1 1 _b**+a’c®+a’? -

expresion — +-—+—-= s debe expresarse en funcion de

a~ b° ¢ a‘b°c
pP.q,r

Es inmediato conseguir a’b’c? = (abc)® = r?, por otro lado, para determinar
b2c? + a’c? + a’h? usamos la expresion (ab +ac +bc)? ; tenemos
(ab+ac+bc)? = a?h? + a%c? +b%c? + 2abc + 2ab’c + 2abc?

=a’h® +a’c? +b%c? + 2abc(a+b +¢), asi, reemplazando los datos
obtenemos: q° = a’b? +a®c? +b%c? + 2rp ,de donde , (ab + ac +bc)? = g* - 2rp,

b’c® +a’c®+a’®  g°-2rp
- 2

1_
==

1 1
entonces, — +— + 5
c a‘hc r

a’? b?
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3) Determine las raices de p(x) =4x> —12x* +3x+5=0 si estas estan en Progresion

Aritmética.
Solucion.
Sean a =a—d,f=a,y=a+d lasraices (en Progresion Aritmética) de la ecuacion,

-12 i -
entonces,de o+ f+y = e conseguimos (a—d)+a+(a+d)=3, de esta Gltima

ecuacion obtenemos a =1

De la relacion afy = —% conseguimos (a—d)a(a+d) = —%, es decir, conseguimos la

ecuacion (1-d)(1+d) = —%. Esta ecuacion nos da los resultados d = ig

: 3 1 5
Sid=—entonces a=—-—,p=1,y=—
2 @=ypehr=;

. 3 5 1
Sid=——entonces a=—, =1,y =—=
2 @y pebr==

7.9 FRACCIONES PARCIALES
7.9.1 Fracciones racionales

De la misma manera que el cuerpo Q de los nimeros racionales se forma a
partir del anillo Z de los enteros, es posible construir, a partir del anillo K[x]un

cuerpo, llamado el cuerpo de las fracciones racionales con coeficientes en K
Este cuerpo se denota por K(x) y es el conjunto cuociente de

K[x]x {K[x]-{0}}dado por la relacién de equivalencia R
(f.(%), 9. R, (x), 9, (X)) = £,()9,(x) = f,(x) 9, (X)

Una fraccion racional en la indeterminada x sobre K es, entonces, una clase de
equivalencia representada por el par (f(x),g(x)) de polinomios de K(x)en que

g(x) #0, otro par (f,(x),qg,(x)) representa a al misma fraccion racional siy solo si
f(x)9:(x) = f,(x)g(x)

Al elemento (f(x),g(x)), representante de una clase de equivalencia lo

f(x) FO) _alx)

denotamos por M entonces: m = m < f(X)b(x) = g(x)a(x)

7.9.2 Sumay multiplicacién en K[x]x {K[x]-{0}}
Definicion
En K[x]x {K[x]- {0}}definimos las operaciones sumay multiplicacion por:

f(x) ax) _ f(x)b(x)+g(x)a(x)
g(x) b(x) g(x)b(x)
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f(x) ' a(x) _ f(x)a(x)
g(x) b(x)  g(x)b(x)

Observacion.
Es facil verificar que (K(x),+,)) es un cuerpo; el elemento neutro para la adicion es

la fraccion racional nula, denotada por 0, que es la clase de equivalencia del par

0
——donde g(x)#0; el elemento neutro para la multiplicacion, llamada fraccién

9(x)

: . . . X
racional unitariay denotada por 1 es la clase de equivalencia de los pares 909 donde

9(x)
g(x)=0
Teoremay definicion.
Para cada fraccion racional de K(x) existe un representante——~ F(x) tal que los

9(x)
polinomios f (x),g(x)son primos entre si. Todo otro representante con esta propiedad

es de la forma o) donde c € K(x) — {0} es polinomio constante

cg(x)
fx)

g(x)

Este representante Unico, se llama la forma irreducible de la fraccion racional

7.10 FRACCIONES PARCIALES

Definicion
Sea gEX; e K(x) - {0}, definimos el grado de gEX; denotado por 8(%)
por o 19) = 2(1(09) ~2(8(0).

f(x) f(x)

La fraccion racional Tes propia si o( ( )) <0, en caso contrario se dice que es
g(Xx g(X

impropia

Observacion.
Se puede demostrar que el grado de una fraccion racional es independiente de la
eleccion del representante de ella

Teorema
Sean f (X) a(x) fracciones raciones propias entonces ——~ F(x) & es propia
g(x) " b(x) g(x)  b(x)

Demostracion.
(), 300y

Usted debe demostrar que 0 (—— f
9(x)  b(x)
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Teorema.

Toda fraccion racional se puede expresar, de manera Gnica, como la suma de un
polinomio y una fraccion propia o la fraccion nula

Demostracion.

Sea Me K(x), como g(x)=0aplicamos el algoritmo de la division a

9(x)
f(x) y g(x)obteniendo f(x)=e(x)-g(x)+r(x)donde r(x)=

00, 100
0 P00

polinomio e(x) se llama la parte entera de la fraccion racional

{0 , €s

o(r(x)) < a(g(x))

tal que e(x)eK[x]y 8(ﬂ) <0; el
g(x)

f(x)
g(x)

inmediato concluir que

Veamos ahora la unicidad

) r(x) 0
Supongamos que —— 9(%) =e (X)++——= () donde r,(X) = {a(r (X)) <2(g(x)°
r(x) n(x
g(x) g(x)
r(x) _n(x)
g(0)  9(x)

Si e(x) #e,(x)entonces O(e(x)—e,(x))=0(——-—-——=)<0lo que €S una

contradiccion, asi, e(x) =e,(x)y consecuentemente ———

Teorema

f(:; e K(x)tal que g(x)=9,(x)-9,(x) en

Considere la fraccion racional propia

que los polinomios g,(x),g,(x)son no nulos y primos entre si, entonces existen

polinomios unicos  f,(x), f,(x) tal que () = f (x) + f (%) , donde
g(x)  9,(x) 9,(x)

o(f,(x)) <a(g,(x)) y o(f,(x)) <0(9,(x))

Demostracion.

Como siempre existen polinomios u, (x),u,(x) tal que 1=u,(X)g,(x)+u,(x)g,(x)

F00 _ FO0u,00 00U, (0
900 9,00 5.0

entonces

Denotando por e, (x) y e,(x)las partes enteras del primer y segundo sumando
respectivamente tenemos:

f(x)u (x) e, () +—1%) con o

AONRAC
Ly g
6.(%) 0.00 " g.007<0Y

)
X)

UNIVERSIDAD DE SANTIAGO DE CHILE
FACULTAD DE CIENCIA - DPTO. DE MATEMATICA Y C.C. 146



MATEMATICA GENERAL 10.052, HERALDO GONZALEZ S.

U, () _ e,(X)+ (0 con o( f2(X))<0 entonces
9,(x) 9,(X) 9,(x)
) _ e,(x)+e,(x)+ fi(x) + (0
g(x) ' ? 9,(%)  9,(x)
Como 8(f(x)) (fl(x) fa(x )) < 0 entonces e, (x) +e,(x) =0 de donde
9(x) 9:(x)  9,(x)
F00 _ B0, .00 4onde 50 <0y o209 g
9(x)  9:(x) gz(X) 9:(x) 9,(x)
Observacion.
En el Teorema anterior y en las siguientes generalizaciones se supone que % es

una fraccion irreducible

Teorema

Sea la fraccion racional propia

%e K(x)tal que g(x)=9g,(X)-g,(X).....-g, (x)en

que g,(x),9,(x),.....,d,(x) son polinomios no nulos y de dos en dos son primos
relativos entre si, entonces existen polinomios f,(x), f,(x),....., f,(x) tal que

f(x)  f.00  f,(x) L f(®) _

) = 0, + 9, () +.... g ) donde o(f;(x)) <o(9,(x)) , 1=12,...,n
Demostracion

Por induccion

Teorema.

Considere la  fraccion racional  propia Me K(x) tal que
X

9(x) =[g, (0" [g,()I™ . [9, (0] en la que  g,(%).9;(X)....9,(x) son

polinomios no nulos y de dos en dos son primos relativos entre si vy

m;,m,,.....,m_ € N entonces existen polinomios tnicos f,(x), f,(x),....., f,(x) tal que

fo) £ f,(x) Md e N o
T ) R ) N ) e

Demostracion.
Si g;(x),g;(x),i= json primos relativos entonces [gi(x)]mi y[gj(x)]mj también lo son
y tenemos el teorema anterior
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Observacion.

f(x)

1) Estos teoremas indican que la fraccion racional propia T se ha expresado
g(x

como suma de fracciones parciales

f(x)

—, me N, puede ser
[9(x)]

2) El caso de la fraccion parcial de la forma

susceptible de la descomposicion:

fx) _ax)  a,(x a_ (x) -
BT~ 900 Taco T Tagop o e CBGI e b T 2N 0
a (X):O

Demostracion
Por inducciodn.

f(x)_ f(x)
9(x) 9(x)
Para m=2 aplicamos el algoritmo de la division a los polinomios f(x)y g(x)

obteniendo L)):) =a,(X) +6;2—(X) donde d(a, (x)) < og(x), de aqui concluimos que

(x)
) _a(, 2K
g0 9 [g]

Si m =1 entonces

Ya tenemos visto el método, usted puede completar la induccion

7.10.1 Aplicacién en C(x)
Como los Unicos polinomios irreducibles en C[x] son los polinomios de grado 1

f(x)

entonces toda fracciéon racional propia ) € C[x] se puede decomponer en suma de
g(x

fracciones parciales de la forma:

f(¥)_< A <A
00 _;(X_al)i Foorrnrennes + 2 a) en que A, A,,...,A, €C y donde

9(X) = (X=8)™ (X=2,)™ -vooc- (X=2,)™ ; My, My, < N
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7.10.2 Aplicacién en R[x]
En R(x) los unicos polinomios irreducibles son los polinomios de grado 1y los
polinomios cuadraticos ax? +bx + ¢ donde b? —4ac <0.

fx

Asi, toda fraccion racional ) € R(x) se puede descomponer en suma de fracciones
X

parciales de la forma:

09 s A, z
g(x) = (X_al) T (x— a)
+i PuX Gy +oreen y 5%+ Cp
= (a,x* +bx+c,)’ = (@a,x* +b,x+c,)’
donde
g(x) = (X_al)ml(x_az)mz '---'(X_an)mn (a1X2 +blx+cl)f1 Treees '(apx2 +pr+Cp)rP y
los

coeficientes A;,..., A;,By;,....B,;,C; ....,C; son nimeros reales

pj?

Ejemplo.

3 L € R(x)

Exprese como suma de fracciones parciales la fraccion racional 1
X +

Solucion.
Como x®+x=x(x*+1) y x*+1 es irreducible en R[x] entonces la descomposicion
es

x+1 A Bx+C
=—+

x*+1 x  x*+1

.Debemos determinar los numeros reales A, B,C ; multiplicando la

altima igualdad por x(x” +1) obtenemos: x+1= A(x* +1) + (Bx + C)x
Si x=0 concluimos 1= A

Si, por ejemplo, x =1 entonces 2=2A+(B+C), esdecir, B+C =0
Si x=-1 entonces 0 =2A+(-1)(-B+C) de donde B-C =-2

Resolviendo el sistema formado por las dos ultimas ecuaciones obtenemos
B=-1C=1,

+1 1 -x+1

de donde +—
x3+1 x x*+1
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Ejemplo.
. . . . X+1
Exprese como suma de fracciones parciales la fraccion racional — 1 e C(x)
X* +
Solucion.
. . x+1 A B C
Como x*+x=x(x*+1) = x(x+i)(x—i)entonces —— =—+——+——, debemos

X*+1 X X411 X-I
determinar los numeros complejos A, B,C

Al multiplicar la Gltima expresion por x(x +i)(x —i) obtenemos:
X+1=AX+D)(X=1)+Bx(x—1i)+Cx(x+1)

Si x =0 entonces 1= A(-i?) de donde A=1

Si x =i entonces 1+i=Ci(2i), es decir, 1+i=-2C de donde C =1—+2I
Si x =—i entonces 1—i = B(-i)(-2i), es decir, 1—-i =—-2B de donde le—_zl
21,1 1 1.
psi, XL L, 2 2, 2 2
X*+1 X X+1 X—1

7.11 EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Considere los polinomios p(x) = 2x® —3x? + 6x+3, q(x) = 3x? + 6x -2 € R[x]

Y P9 q(x) =r(x) =S cxt . p(9)+q(0) =3 dyx’
i=0 i=0

Determine, usando las definiciones correspondientes
a)d, b)c,

2) Sean p(x)=4+3x+3x?, q(x)=3+2x+4x? € Z;[x] , determine:
a) p(x)+q(x) b) p(x)-a(x)
Resp. a) 2+ 2x?

3) Verifique que, en Zs[x] se cumple:
a) (x—-1)(+4x%4x+1) = x* +3x> +2x + 4
b) (x—1)(x+1) =x*+4

UNIVERSIDAD DE SANTIAGO DE CHILE
FACULTAD DE CIENCIA - DPTO. DE MATEMATICA Y C.C. 150



MATEMATICA GENERAL 10.052, HERALDO GONZALEZ S.

4)

5)

6)

7)

8)

9)

Usando el Teorema del Resto demuestre el enunciado dado, si ne Z*
a) x" —a" es divisible exactamente por x +a si n es par

b) x" +a" es divisible exactamente por x+a si n es impar

c) x" +a" no es divisible exactamente por x+a si n es par

d) x" +a" no es divisible exactamente por x—a si n es par

En los siguientes ejercicios obtenga el cuociente y el resto usando la division
sintética

a) (X* +4x% +7x—2)=(x+2) Resp.x*>+2x+3, -8

b) (x* +2x® —10x* —11x - 7) =+ (x - 3)

c) (xX®* —x*+x*-2)+(x-1) Resp.x’+x*+x+1, -1

d) (4x* —3x? +3x+7)+(x+%) Resp.4x® —2x? —2x+4 , 5

Demostrar que x—1y X+ 2 son factores de p(x) = x* +2x% -7x* -8x+12 y
determinar los factores restantes Resp. x—2 , x+3

Comprobar que dos de las raices de la ecuacion x* + x* —16x* —4x+48=0
son 2 'y -4y hallar las raices restantes Resp. 3, -2

Usar la division sintética para hallar el cuociente y el resto al dividir el
polinomio 2x* —5x* +3x* —x+3 por 2x+1.Sugerencia. Efectuar la division

sintética dividiendo por x+% y luego dividir el cuociente por 2

Resp. x* —3x?+3x-2, 5

Determine p(x)eZ7[x], monico de grado 3 tal que x—1,x—2 son factores
de p(x) y ademas p(4) = p(3) Resp. (x—1)(x—2)(x+6) = (x+6)*(x+5)

10) Determine si x —3 es factor de p(x) = x* + x> + x+4 en Q[x], Z,[x], Z5[X]

Resp. p(3) =115 en Q[x], luego no es factor
p(3) =1 en Z,[x] , luego no es factor
p(3) =0 en Z.[x], luego si es factor
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11)Usar el Teorema del resto para determinar el valor de k que hace que el
polinomio 3x°® — 2x* + kx —8 sea divisible exactamente por x—2 Resp. k = -4

12) Hallar el valor de k para que al dividir el polinomio
p(x) = x* +2x> —3x® +kx—7 por x—2, el resto sea 3 Resp. k =-5

13) Hallar los valores de a y b que hagan que 2 y —3 sean raices de la ecuacion
x* +x¥+ax* +bx+30=0

14) Determinar a,b,c de modo que (x-3)(x+1)(x-1) sea factor de
x> —2x* —6x> +ax? +bx+c Resp. a=8, b=5 c=-6

15) Sea p(x) = x* + ax? + bx + c. Al dividir p(x) tanto por x+ 2 como por x+3 el

resto que se produce es cero; pero al dividir por x—1 el resto es —12. Calcular
el valorde A=14a—4b+3c Resp. a=3, b=—-4, c=-12

16) Al dividir un polinomio p(x) separadamente por x—1y x—2 se obtiene como
resto a 5 y 3 respectivamente. Calcular el resto que se produce al dividir p(x)
por el producto (x—1)(x—2) Resp.—2x+7

17) En cada uno de los ejercicios siguientes, comprobar que la ecuacién dada tiene
como raices los valores indicados de r, y hallar las raices restantes

a) x°—6x>+13x—-10=0;r=2 Resp. 2+i
b) x*—x®-9x?+3x+18=0; r=3-2 Resp. ++/3

18) Comprobar que la ecuacion x* —11x? —12x+4=0 tiene la raiz doble -2 y
hallar las restantes raices Resp 2+4/3

19) En cada uno de los siguientes ejercicios, se dan unas raices de la ecuacion.
Hallar las raices restantes

a) x®+x?—4x+6=0;1-i Resp.1+i, -3
b) x*—6x3+14x? -14x+5=0; 2—i Resp. 2+i,1,1
c) x> —7x*+16x3-32x? +15x—-25=0; 1-2i , i Resp. —i, 1+2i, 5
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20) Determine la ecuacion monica de grado minimo con coeficientes reales que
tenga las raices indicadas
a) —2, 3+i Resp. x*—4x*-2x+20=0
b) 1,3,1+2i
c) 2+4i, 2i Resp.x*—4x®+24x* -16x+80=0
d) -2,-1,1,2 Resp. x* —5x*+4

21) Demostrar que la ecuacion x’ +4x° +2x* +9x? +6 =0 tiene por lo menos 4
raices complejas

22) Demostrar que la ecuacion 4x* —3x® —x—10 = Otiene exactamente dos raices
complejas

23) En la ecuacion x" +1=0, demostrar:
a) sines par, las n raices son complejas
b) si n es impar, hay exactamente una raiz negativa igual a -1 y n-1 raices
complejas

24) Demostrar que una ecuacion cuyos términos son todos positivos no tiene raices
positivas

25) Demostrar que una ecuacion completa que tiene sélo términos pares , todos con
el mismo signo, no tiene raices reales

26) Demostrar que la ecuacion 2x° +5x* —4x®> —8=0 tiene exactamente cuatro
raices complejas

27) Encontrar todas las raices de las siguientes ecuaciones

a) 3x®—4x*-35x+12=0 Resp. 4, -3, %

b) ax?+ 2952 20 4o Resp. lg6
3 3 2 3
c) 4x° —4x* —5x*+x%+x=0 Resp. O,J_r%, 1i2\/§

d) x®+3x?—-4x-12=0 Resp. -3, -2, 2
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28) En Z[x] determine los ceros de p(x) = x* +3x* + 2x + 4
Resp. p(x) = (x—1)*(x +1) es decir, 1 de multiplicidad 3 y —1 = 4(mod5)

29) Hallar todas las raices raciones de las siguientes ecuaciones:
a) x°+3x*+5x>+8x?+6x+4=0 Resp.-2
b) x"—3x®+x®>-3x*+x*>-3x* +x-3=0 Resp. 3
c) x*+4x?—x+6=0 Resp. ninguna raiz racional

30) Las dimensiones de una caja rectangular son 3 cm, 5 cm, y 7 cm. Si cada una de
estas dimensiones se aumenta en la misma cantidad, su volumen se triplica;
alcular esta cantidad Resp. 2 cm.

31) En cada una de las siguientes ecuaciones, hallar la raiz indicada con una cifra
decimal

a) x}>-3x?+3x-5=0 , 2<x<3 Resp.2,6
b) x*+3x?+2x-7=0 , 1<x<2 Resp.1,1
c) x*-3x?-26x+69=0 , 2<x<3 Resp.25

32) Resolver la ecuacion 4x® —12x? +3x+5=0 sabiendo que las raices estan en
5}

o 1
progresion aritmética Resp. _5’1’5
33) Resolver la ecuacion 4x® —x? —16x +4 = 0 si una raiz es el negativo de la otra

1
Resp. 2,-2,—
P 4

34) Resolver la ecuacion x* +2x? —15x —36 = 0 sabiendo que tiene una raiz doble
Resp. -3, -3, 4

35) Resolver la ecuacion 3x® +17x* —87x+27 =0 si una raiz es el reciproco de
otra

1
Resp. 3,=,-9
P 3

36) Resolver x* —5x3 + 6x? + 4x —8 = 0 sabiendo que tiene una raiz triple
Resp. 2 (de multiplicidad 3) y -1
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37) Resolver la ecuacion 2x® +9x? +10x +3=0 si las raices estan en la proporcién

1:2:6 Resp. —%, -1 -3

38) Determine la suma de
x* —px®+gx—r =0 Resp. p>-2q

los cuadrados de

las raices de

la ecuacion

39)Si dos raices de la ecuacion x* + px? +qgx+r =0 son iguales en valor absoluto
pero de signos contrarios demuestre que pq=r

40) En cada uno de los siguientes ejercicios descomponga la fraccién dada en sus
fracciones parciales y comprobar el resultado

2_ J—
a) 3)(—4)2(+569%(x) Resp.i+ X3
(x=1)(x* +1) x-1 x?+1
3 2 _
b) 2X : 4x +24x 46%()() Resp. 4
(x* +1)(x2 +2) x2+1 x?+2
2x* +4x° +4x° +x-6 1 2 x-1
c e R(x) Resp. 2+———+——
) x* + x% +3x? ) P X x* x®*+x+3
2X+4 1 —-x+2
d e R(x) Resp. —+
) X3 + 4x ) P X x*+4
1 1. 1 1.
2% + 4 1 "ot 5!
e) — e C(x) Resp. =+ =+ -
X7 +4x X  X+2i X—2i
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