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Ejercicios Resueltos

1. Exprese las siguientes sumas usando la notaciéon de sumatorias y calcule su resultado

a) 3+4+5+6+T7+8+9+10+ 11+ 12

Solucion: Podemos expresar esta suma, notando que los términos estan ordena-
dos de manera creciente y corresponden a la suma desde 3 hasta 12 de manera
sucesiva. Escribimos entonces

12
3+4+5+6+7+8+9+1U+H+&2:§:i

i=3
o) equivalentemente, y usando la propiedad de sumatorias
10
B34+44+5+6+T+8+9+10+11+12=> (i+2)
i=1
Desarrollando la tltima expresion, tenemos que
10 10 10
DTS RIS 3
i=1 i=1 i=1
10- (1 1
2
= T75.

Observacién (Importante). Note que aplicamos las formulas de “sumas espe-

ciales” solo cuando el contador de la sumatoria comienza en 1.

]



b) 12 +22+ 324+ 424+524+6*+7*—-5—-6—-7—-8-9—-10—11-12-13 - 14

Solucion: Observemos primero que la expresion es equivalente a la suma siguien-
te

P+2+3+42 45 +6°+7 —(5+6+7+8+9+10+ 11+ 12+ 13+ 14)

es decir, podemos separarla en dos sumatorias; una que corresponde a la suma
de los cuadrados de los primeros 7 niimeros consecutivos y otra correspondiente

a la suma desde 5 a 14. Asi, tenemos que

124224324424+ 52 + 62 + 72+
7 14
—(5+6+T7+8+9+10+ 11412413 +14) = > > =) i

i=1 i=5
Tenemos entonces que, las sumatorias son

10

2= (i +4)
1 i=1
10 10
=Y i-y 4
i=1 i=1 =1

_ 7-(7+1)-(2-7+1)_10-(104—1)_10.4

6 2
= 45.

.2 .

7 14
T — 1 =
=1

M-

7

=5 %

M-~

¢) 64+ 13+ 20+ 27+ 34 + 41

Solucion: Observemos que, la diferencia entre términos consecutivos es siempre
igual a 7.
Notamos también que el primer término, llamémoslo a;, es

a=6=7—-1=7-1—-1.
El segundo término, llamémoslo as, es
s =13=14—-1=7-2—1.

El tercero es
a3 =20=21-1=7-3—-1,

y asi sucesivamente.
Podemos entonces generalizar la expresion buscando el i-ésimo término de la



suma, que correspondera a a; =7 -7 — 1.

Con esto claro! escribimos la suma como

6
6+13+20+27+344+41 = > a
i=1
6
= > (T-i—1)
i=1
6 6
DN
i=1 i=1
_ 7.6 (6+1) 6.1
2
= 141
2. Calcular las siguientes sumatorias sabiendo que k; =2 ; ks = —1; k3 =5
3
a) > (2k; — 3k;)
i=1
Solucion: Desarrollando la sumatoria
3 3
Z(2ki —3k;) = Z(_kz)
i=1 i=1
3

- _1'Zki
1=1
= —1-(k1+ko+ks)

que reemplazando por los valores dados, es igual a

3

=1
= —1-(2—1+5)
= —6.

1Si atin no lo tiene claro compruebe, por ejemplo, que el quinto término corresponde a
a5 =7-5—1

;Cudl serd el cuarto término?, ;y el sexto?.



) D (ki + /8 k)

1=2

Solucion: En este caso, tenemos que
3 3 3
d (ki +V8—k) = Zki—l—Z\/S—ki
i=2 ' '
= (ko + k) + <\/8 ks + /8 — k;g)
luego reemplazando tenemos que

Skt VB—k) = (ko t ks) + (\/8 ks + /8 — kg)

= (-1+5)+ (V- (1) + vE=5)
:4+<\/§+\/§)
- 7+V3

Solucion: Simplemente reemplazamos los términos y tenemos que

3

Z(ki—k:?) = (ks — k2) + (ks — Kk2)

= (-1=(=D*)+(5-5%
= —22.



2

4) Y2+ k)

i=1
Solucion: Notemos que

2

D k) =) 2+ k

i=1
luego reemplazando, tenemos que

2

D2Hk) = D 2+ K

=1

= 22+k1+k’2
2:24+2+ -1
= 5.

6

3. Determine el valor de x si se sabe que Z xk = 630
k=1

Solucion: Siendo x la incégnita, que no depende del contador k podemos escribir la

sumatoria

donde sabemos que

x .

o
I
8
1
(=
—
(=)
_.I_
—_
~—
| IS |

6
k=1
= 21z

Asi, tenemos que

6
(Z ak = 630) — (21z = 630)
k=1

de donde obtenemos el valor buscado simplemente dividiendo entre 21

z = 30.



n 15
3n—1
4. Considerando que E a; = %, determine el resultado de E a;

i=1 =7
Solucion: Recordemos primero que

n

E a; = a1+ ag + ... + ap_1 + ay,

i=1

Con esto en cuenta, notemos que

Zai = a7+ag—+..+ay+ as

1=T7
= (11+CL2+...+CL6+6L7—|—CL8+...+CL14+CL15—(CL1+CL2+...+G5—|—CL6>
15 6
SIS
=1 =1
: - n(3n —1)
biend i=
¥y sabiendo que ; a 5 €nemos que
15 15 6
S = Ya-dn
1=7 =1 i=1
_ 15-(3-15—1) 6-(3-6—1)
B 2 2
= 279.
[
k+4
5. Determine el valor de Z(ZQ —3)
i=k

Solucién: Digamos, para comprender mejor el problema que a; = i? — 3. Luego tene-

mos la siguiente sumatoria (usando el mismo argumento que en el ejercicio anterior)

k+4
g a; = Qg+ Qgy1 + Qg2 + Qg3 + Qg
i=k
= a+tag+ ...+ ag 1+ ag+ a1+ o+ agrs + agrg — (@ Fas+ .o+ ag_q)



Reescribamos entonces la expresién original a; = i? — 3:

k+4 k+4 k—1
S = Yu-Xn
i=k z_:kl+4 i=1 -
- [Zea)- (S
Li=1 L i=1

[k+4 k+4 ]

k—1 k—1
= Ziz—?)-Zl —[Zz‘2—3-21]
L i=1 i=1 i=1 i=1

_ [(k+4)(k+4+1)(2(k+4)+1) _3(k+4>} B
I 6
(k—1)(k—1+1)2(k—-1)+1)
| : )

= 5k% + 20k + 15.

Observacién (Otra manera de abordar el problema). Notemos que
k44
2(12—3) = =3+ ((k+1)?=3)+((k+2)*=3)+ ((k+3)*=3)+ ((k+4)*—3)
i=k
= 5k% + 20k + 15.

4 2
6. Si a; = 7?, calcule el valor de (Z(ai + 3))
i=1
Solucion: Notemos primero que la sumatoria, sin el cuadrado, es equivalente a
4 4 4
i=1 i=1 i=1
4

= ) i?+3-4

=1

_ 4(4+1)(2-4+1)+3‘4

6
= 42

Luego,



2n

7. Si, para todo m € N, Z a; = 2m? + 3, calcule el valor de Z a;

=1 i=n+1

Solucion: Escribamos la sumatoria, como ya hicimos con algunos ejercicios anteriores:

2n
E a; = Qpy1 + Apy2 .o+ Qop—1 + A2p
i=n-+1

= a+tay+ ...+ a,+ apy1 + apyo+ oo+ a2p1 + aon — (a1 a2 + ... + ay)
2n n

= Yu-Ya
1=1 =1

m

Usamos ahora el resultado dado que para todo m, Z a; =2m*+3, conm= 2ny
i=1

con m= n, en donde

2n 2n n
Sw = a3
i=n+1 i=1 i=1
= 2(2n)*+3— (2n° +3)

= 6n°.

- 1 n
8. Usando la propiedad telescépica, muestre que Z =
— kE(k+1) n+1

Solucion: Observemos que el término general de la sumatoria , lo podemos

1
k(k+1)
descomponer usando fracciones parciales, esto es, buscamos constantes A y B tales,
que
1 A B

k

KET ) Trr

A(k+1)+ Bk
k(k+1)
k(A+B)+ A
k(k+1)

de donde necesitamos que A+ B=0y A =1, luego B = —1.
Por lo tanto podemos escribir el término general como

S S
k(k+1)  k k+1



y entonces a la sumatoria se le puede aplicar la propiedad telescopica, pues

n

S - i)
1
- -

k=1




